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Abstract

We describe some open problems related to PCF theory.
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Laburpena

PCF teoriarekin erlazionatuta argitzeke dauden arazo batzuk deskribatzen di-
tugu.

Gako-hitzak: kardinalen potentziak, PCF teoria, espazio trinko sakabana-
tuak.

Continuumaren Hipotesia da 2ω = ω1 delako enuntziatua, zeinak esan nahi 
duen zenbaki naturalen azpimultzo guztien bildumaren kardinalitatea lehen-
biziko kardinal zenbatezina dela. Continuumaren Hipotesia lehenbiziko pro-
blema zen Hilbertek, 1900ean, argitaratutako 23 problemako zerrenda eza-
gunean. Eta Orokortutako Continuumaren Hipotesia da κ kardinal infinitu 
ororentzat 2κ = κ+ delako enuntziatua (zeinak esan nahi duen κ-ren azpimul-
tzo guztien bildumaren kardinalitatea κ-ren ondorengo kardinala dela). Gö-
delek frogatu zuen, Unibertso Eraikigarrian, betetzen dela Orokortutako Con-
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tinuumaren Hipotesia. Ezaguna da, baita ere, κ kardinal infinitu ororentzat,  
2κ = κ+ den edo ez ZFCtik independentea dela. κ kardinal infinitu batentzat 
2κ = κ+ ote den galderari buruzko informazio partziala Königen Teoremak 
ematen du, zeinak baiezten duen, κ kardinal infinitu ororentzat, 2κ-ren ko-
finalitatea κ+ dela gutxienez. Hain zuzen, Königen Teorema da kardinal erre-
gularrei buruz esan dezakegun guztia; izan ere, Eastoni zor zaion oinarrizko 
teoremaren arabera, V-k Orokortutako Continuumaren Hipotesia asetzen 
badu, orduan f: ORD → ORD funtzio monotono ororentzat, non α < f(α) 
eta ϰα < cof(ϰf(α)), α ordinal bakoitzarentzat V-ren kardinalari eusten dion es-
tentsio generiko bat dagoen, non 2ϰα = ϰf(α) den α ordinal ororentzat, non 
ϰα erregularra den. Beraz, ageriko baldintza batzuk asetzen dituen ezein jo-
kaera kardinal aritmetiko gauza daiteke kardinal erregularretako potentzia-
funtzioaren jokaera gisa. Hala ere, oinarrizko emaitza hori ezin heda daiteke 
kardinal singularren klasera, zeren 1980ko hamarkadaren amaieran Shelahk 
emaitzen sail bat frogatu zuen, eta kardinal borneak lortu zituen potentzia-
funtzioak kardinal singularretan duen jokaeran, delako kardinal singularra-
ren azpiko kardinal erregularren emaitza mugatuak aztertuta. Horrek PCF 
esaten zaion teoriara (kofinalitate posibleen teoriara) eraman zuen, zeinak 
ondorio garrantzitsu eta espero gabeko asko dituen kardinalen aritmetikan 
eta zeinak, halaber, aplikazio interesgarriak izan zituen aljebran eta topolo-
gian (ikus [1], [2], [4], [13] eta [14]).

Gogoratu λ kardinala muga gogorreko kardinala dela, baldin eta 2ϰ < λ 
bada ϰ < λ kardinal ororentzat. Eta gogoratu ϰα kardinal infinitua (ϰ fun-
tzioaren) puntu finkoa dela, baldin eta ϰα = α. Orobat, α ordinal bat bada eta 
n ϵ ω, n > 1 izanik, α+-ren bidez denotatzen dugu α-ren ondorengo kardinala 
eta α+n-ren bidez denotatzen dugu α+…n…+ kardinala. Hortaz, honako emaitza 
esanguratsu hau frogatu zuen Shelahk [14]n:

1. teorema. Demagun λ = ϰα puntu finkoa ez den kardinal singular bat 
dela. λ muga gogorreko kardinal bat bada, orduan 2λ < ϰα+4.

Kasu interesgarriena da 1. teoremako λ kardinala ϰω kardinal gutxienik 
singularrena denean. Honako emaitza hau da, orduan, goiko teoremaren be-
rehalako ondorioa.

2. teorema. ϰω muga gogorreko kardinala bada, orduan 2ϰω < ϰω4.

Shelahek, Gitikek, Magidorrek, Woodinek eta beste batzuek emaitza 
esanguratsuak lortu dituzten arren, inork ez daki goiko borneak hobetu dai-
tezkeen.

PCF teorian, objektu nagusietako bat PCF eragilea da. Hasteko, ohartu 
A kardinalen multzo infinitua bada, D ultrairagazki bat bada A-n eta ∏A-k 
A domeinua duen f funtzio guztien multzoa denotatzen badu, non f(a) ϵ a 
den a ϵ A guztientzat, orduan ∏A linealki ordenatuta dago honako erlazio 
honen bidez: f ≤D g bsb {δ ϵ A: f (δ) ≤ g(δ)} ϵ D. Beraz, linealki ordenatutako 
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multzo horrek ondo zehaztutako kofinalitatea du, zeina cof(∏A/D)-ren bidez 
denotatuko den. Hala, A kardinal erregularren multzo infinitua bada, defini-
tzen dugu

PCF(A) = {cof(∏A/D): D ultrairagazki bat da A-n}.

A multzo bat kardinal erregularren tarte bat dela esaten dugu, baldin eta 
A kardinalen tarte baten eta kardinal erregularren klasearen arteko ebaki-
puntua bada. Eta A progresiboa dela esaten dugu, baldin eta A infinitua bada 
eta |A| < min (A). Orduan, 1. teorema frogatzeko, Shelahk erakutsi zuen A 
kardinal erregularren tarte progresibo bat bada, orduan PCF(A) elementu 
maximoa duen kardinal erregularren tarte bat dela eta |PCF(A)| < |A|+4. Ho-
nako galdera hau da aritmetika kardinalean argitzeke dagoen arazo nagusie-
tako bat.

1. galdera. Demagun A kardinal erregularren tarte progresiboa dela. Egia 
al da |PCF(A)| = |A|?

Kardinal erregularren ezein A tarte progresiborentzat |PCF(A)| = |A| de-
lako enuntziatuari PCF Aierua esaten zaio. Aierua egiazkoa balitz, hobetu 
egingo genuke 1. teoremaren 2λ-ko bornea ϰα+-ra, eta, hala, hobetu egingo 
genuke 2. teoremaren 2ϰω-ko bornea ϰω1-era. Borne hori hobeezina litzateke, 
Magidorri eta Shelahri zor zaizkien funtsezko emaitzei esker bai baitakigu, 
kardinal handiak badirela emantzat joz, multzo-teoriaren ereduak sor ditza-
keela batek, non ϰω muga gogorreko kardinala den eta 2ϰω = ϰα + 1 den α ordi-
nal arbitrario infinitu zenbakarri batentzat (ikus [5]).

Halaber, [6] eta [11]ra igortzen dugu irakurlea PCF eragileak kardinal 
handiei dagokienez dituen emaitza eta aplikazio batzuk ikusteko.

Bestetik, gauza jakina da A kardinal erregularren tarte progresibo bat 
bada, PCF eragilea PCF(A)-ren azpimultzoetako itxitura-eragiketa bat dela, 
halako eran, non horri lotutako PCF(A) azpiko multzoaren espazio topologi-
koak ezaugarri garrantzitsu batzuk asetzen dituen, zeinak Shelahk erabili zi-
tuen |PCF(A)| < |A|+4 dela frogatzeko. Gogoan izan X espazio topologiko bat 
sakabanatua dela, baldin eta X-ren azpiespazio ez-huts orok puntu isolatu 
bat badu. Orduan jakina da kardinal erregularren A tarte progresibo ororen-
tzat PCF(A)-rekin erlazionatutako espazio topologikoa trinkoa, Hausdorff eta 
sakabanatua dela (ikus [2] eta [14]).

LCS espazioaren bidez adierazi nahi dugu lokalki trinkoa, Hausdorff 
eta sakabanatua den espazioa. X LCS espazio bat bada eta α ordinal bat 
bada, X-ren αth Cantor-Bendixson maila honako honen bidez definitzen da: 
Iα(X) = X\ U{Iβ(X): β < α}-ren puntu isolatuen multzoa. X-ren altuera de-
finitzen dugu ht(X) = α gutxienik ordinalena gisa, non Iα(X) finitua den. 
Argi dago X LCS espazio ez-trinko baten puntu bateko trinkoketa Y espazio 
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trinko, Hausdorff eta sakabanatu bat dela, non ht(Y) = ht(X) eta Iα(Y) = Iα(X) 
diren α < ht(X) ororentzat. X LCS espazio bat bada, <|Iα(X)|: α < ht(X)> segi-
dari X-ren segida kardinala esaten zaio. [8] laburpen-artikuluan aurki dezake 
irakurleak LCS espazioentzako segida kardinalen emaitzen zerrenda zabala.

Honako nozio hau, zeinak ahalbidetzen digun LCS espazioak zuzenean or-
dena partzialetatik eraikitzea, tresna erabilgarria da PCF eragilea aztertzeko.

1. definizioa. (a) Demagun T = U{Tα: α < η} dela η ordinal ez-zero-
ren batentzat, non Tα bakoitza multzo ez-huts bat den eta Tα ∩ Tβ = Ø den 
α < β < η-rentzat. Izan bedi ≤* ordena partzial bat T-n. t ϵ T ororentzat, bt-ren 
bidez denotatzen dugu {s ϵ T: s ≤* t} multzoa. Orduan esaten dugu (T,≤*) LCS 
pomultzo bat dela, baldintza hauek asetzen badira:

(1) Baldin eta s <* t, s ϵ Tα eta t ϵ Tβ, orduan α < β.

(2) Baldin eta t ϵ Tβ eta α < β, orduan {s ϵ Tα: s <* t} infinitua da.

(3)  s eta t T-ren elementu desberdinak baldin badira, u1, …., un ϵ T ele-
mentu asko daude finituki, non bs ∩ bt = bu1 U … U bun.

(b) Baldin eta (T,≤*) T = U{Tα: α < η}-dun LCS pomultzo bat bada, 
honela definitzen dugu (T,≤*)-rekin erlazionatutako espazioa. Bere az-
piko multzoa T da. Eta s ϵ T ororentzat, s-ren oinarrizko ingurune bat 
bs\(bu1 U … U bun) formako multzo bat da, non n < ω eta u1, …., un <* s. 
Erraza da egiaztatzea sortzen den X espazio topologikoa espazio lokalki 
trinkoa, Hausdorf eta sakabanatua dela, non Iα(X) = Tα den α < η ororen-
tzat. Y T-ren azpimultzo bat bada, Y– -ren bidez denotatzen dugu Y-ren itxi-
tura X espazioan.

Orain, LCS pomultzo baten nozioaren fintzea aurkeztuko dugu, Magidor 
eta Foremani zor zaiena, zeinetan baldintza batzuk eransten diren PCF eragi-
learen oinarrizko propietateak islatzeko.

2. definizioa. Izan bedi κ kardinal erregular bat. κ-PCF egitura bat 
(θ + 1, ≤*) LCS pomultzo bat da, non θ ordinal infinitu bat den, non honako 
baldintza hauek asetzen diren:

(PCF1) Baldin eta μ <* ξ, orduan μ ϵ ξ.

(PCF2) κ– = θ + 1.

(PCF3) Baldin eta I θ + 1-en dagoen tarte bat bada, orduan I- ere tarte bat da.

(PCF4) ξ ϵ θ ororentzat, ξ <* θ.

(PCF5) Kofinalitate zenbatezinaren μ ϵ θ bakoitzarentzat, bada μ-ren Cμ 
azpimultzo itxi bornegabe bat non Cμ μ + 1-en dagoen.

[14]ko honako emaitza esanguratsu honetan, Shelahk frogatu zuen PCF 
axiomak egiazkoak direla.
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3. teorema. Izan bedi κ kardinal erregular bat. Izan bedi A κ ordena mo-
tako kardinal erregularren tarte progresibo bat. Orduan ordena partzial bat 
dago PCF(A)-n, zeinak PCF(A) κ-PCF egitura bat bihurtzen duen.

P κ-PCF egitura oro LCS pomultzo bat denez, bada X LCS espazio bat P-ri 
lotua 1 (b) definizioaren zentzuan. Eta (PCF4) baldintzaren arabera, X trin-
koa da. Orduan A κ ordena motako kardinal erregularren tarte progresibo bat 
bada κ kardinal erregularrarentzat, eta ≤* PCF(A)-ko ordena partzial bat bada, 
3. teoremak emandakoa, X(PCF(A))-ren bidez denotatzen dugu (PCF(A),≤*)-ri 
lotutako espazio trinko, Hausdorff eta sakabanatua.

κ kardinal erregular bat bada, esaten dugu X κ-PCF espazio bat dela, bal-
din eta P κ-PCF egitura bat bada non X P-ri lotutako espazio tipologiko bat 
den. Eta X PCF espazio bat da, baldin eta X κ-PCF espazio bat bada κ kardinal 
erregular batzuentzat. Hurrengo arazo orokorra PCF teorian argitzeke dagoen 
galdera nagusietako bat da.

2. galdera. Zein PCF espazio existitzen dira konsistenteki?

2. galderari dagokionez, Shelahk frogatu zuen κ kardinal erregular bat 
bada, orduan ez dela ≥ κ+4 tamainako κ-PCF espaziorik (ikus [2] eta [14]). Be-
raz, bereziki ez dago ≥ ω4 tamainako ω-PCF espaziorik. Azken emaitza hori 
erabili zuen gero Shelahk 2ϰω-ko ϰω4 bornea lortzeko, baldin eta ϰω muga go-
gorreko kardinala bada. Halaber, Ruylek frogatu zuen [12]n ZFCrekin kon-
sistentea dela ω2 altuerako ω-PCF espazio bat izatea, eta, hala, ezin dugula 
espero Shelahren 2ϰω-ko bornea ϰω2-ra hobetzerik, Shelahk erabilitako me-
todoak erabilita behintzat. Ohartu ω2 altuerako ω-PCF espazio bat altuera 
bereko ω1-PCF espazio bat ere badela, eta, hala, ezin dugu, ezta ere, espero 
Shelahren 2ϰω1-eko bornea ϰω2-ra hobetzerik. Gainera, [12]n zehaztu zen kar-
dinalen zein segida izan daitekeen ω2 altuerako ω-PCF espazio baten segida 
kardinala. Horrez gain, honako emaitza hau lortu zen [3]n: η < ω3 ordinal 
ororentzat ZFCrekin konsistentea da η altuerako ω-PCF espazio bat izatea 
non espazioaren Cantor-Bendixson maila guztiak zenbakarriak diren. Hala 
ere, honako arazo hau argitzeke dago:

3. galdera. ZFCrekin konsistentea al da ω3 altuerako ω-PCF espazio bat 
izatea?

3. galderari dagokionez, jakin ere ez dakigu konsistentea ote den ω3 al-
tuerako LCS espazio bat egotea, non espazioaren Cantor-Bendixson maila 
guztiak zenbakarriak diren. Froga bageneza ZFCn ez dela ω3 altuerako ω-PCF 
espaziorik, hobetu egingo genuke Sheilahren 2ϰω-ko bornea ϰω3-ra.

Halaber, badirudi honako arazo hau ere argitzeke dagoela:

4. galdera. ZFCrekin konsistentea al da ω3 altuerako ω2-PCF espazio bat 
izatea?
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4. galderari baietz erantzutea bageneuka, ezingo genuke espero 1. teore-
mako 2ϰω2-ko bornea ϰω3-ra hobetzerik, PCF teoria baliatuta behintzat. Beste-
tik, [7]ko emaitza nagusiaren ondorioz, daukagu ZFCrekin koherentea dela 
η < ω4 ordinal ororentzat η altuerako LCS espazio bat izatea, non espazioaren 
Cantor-Bendixson maila guztiek ω2 tamaina duten.

Argitzeke dagoen hurrengo arazoak PCF Aieruarekin du zerikusia. Lehen-
bizi, nozio topologiko batzuk aurkeztu beharra daukagu. X espazio bat bada 
eta Y X-ren azpimultzo bat bada, Y-k X-n duen itxitura sekuentziala honela 
definitzen da: lim(Y) = {x ϵ X: bada (yn)n segida bat Y-n non limn yn = x}. 
X segida sekuentzial bat dela esaten dugu, baldin eta, lim(Y) = Y-dun X-ren 
Y azpimultzo ororentzat, Y itxia bada. Todorcevicek erakutsi zuen ω-PCF es-
pazio oro sekuentziala dela, eta teorema horren orokortzea Pereirak lortu 
zuen [10]en (2. atalean). Bereziki, baldin eta A = {ϰn+1: n ϵ ω}, X(PCF(A)) es-
pazioa sekuentziala da. Orobat, X espazioa Fréchet-Urysohn dela diogu, baldin 
eta X-ren Y azpimultzo ororentzat lim(Y) = Y

–
. Argi dago Fréchet-Urysohn es-

pazio oro sekuentziala dela. Eta [10]en (3. atalean) frogatu zen Continuuma-
ren Hipotesiaren baitan Fréchet-Urysohn ez den ω-PCF espazio bat dagoela. 
Azken emaitza hori [9]n orokortu zen, non erakutsi zen Continuumaren Hi-
potesiaren azpian badaudela Fréchet-Urysohn ez diren ω2 binakako ω-PCF 
espazio ez-homeomorfikoak. Nolanahi ere, badirudi argitzeke dirauela To-
dorcevici zor zaion honako galdera honek.

5. galdera. Izan bedi A = {ϰn+1: n ϵ ω}. X(PCF(A)) espazioa Fréchet-
Urysohn al da?

Erraza da ikustea A kardinal erregularren tarte progresibo zenbakarri bat 
bada, non PCF(A) ere zenbakarria den, orduan X(PCF(A)) espazioak oina-
rri zenbakarri bat duela, eta, beraz, Fréchet-Urysohn dela. Hortaz, baldin eta 
PCF({ϰn+1: n ϵ ω})-ri lotutako espazioa ez bada Fréchet-Urysohn, Shelahren 
PCF Aierua faltsua litzateke.
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