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Stern-en segidan oinarritutako + zenbaki 
arrazional positiboen zenbait zenbakitze-sistema
(Enumeration systems of positive rationals (+) based on 
Stern’s sequence)

Yosu Yurramendi Mendizabal*
Konputazio Zientziak eta Adimen Artifiziala Saileko lankide, Euskal Herriko Unibertsitatea 

(UPV/EHU)

Laburpena:  Zenbaki arrazional positiboen multzoa (ℚ+) zenbakarria da. Idazlan 
honetan azaltzen ditut argitaratu diren hainbat zenbakitze-sistema, eta horietako ba-
tzuk, ezagunenak, sailkatu egiten ditut. Sailkapen horren ondorioz bi zenbakitze-sis-
tema berri definitzen ditut. Gainera, sistema horiek guztiek Stern-en segidaren bitartez 
defini daitezkeela erakusten dut.

Hitz gakoak:  Sternen segida, ℚ+-en zenbakitze-sistemak.

Abstract:  ℚ+ is countable. In this paper some well-known enumeration systems 
are presented and classified. This classification brings out two new enumeration sys-
tems. It is also showed that all these systems can be defined by means of the Stern’s se-
quence.

Keywords:  Stern’s sequence, enumeration systems of ℚ+.
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1.  Sarrera

Zenbaki arrunten multzoari ℕ izena ematen zaio. Zenbaki arrazional 
positibo bat elkar lehenak diren bi zenbaki arrunten arrazoi, proportzio 
edo zatikia da. Elkar lehenak direla esaten da faktore komunik ez dutenean 
([1]), hau da, zatitzaile komunetako handiena 1 denean ([2]). Zatikiaren bi 
zenbakiak elkar lehenak direla esatea da zatikia laburtezina dela esatea.

Zenbaki arrazional positiboen multzoa izendatzeko ℚ+ erabiltzen 
da. Grafikoki, ℕ2-ren planoan adieraz daiteke ℚ+ (ikusi 1.  irudia): puntu 
gorriak dira zenbaki arrazional positiboak.

1. irudia.  ℚ+ren irudikapen grafiko bat.

Elkar lehenen proportzioa ℕ2-ren planoan %  60.92 dela (6/π²) esan 
daiteke ([1]), berez arrazoia probabilitate-kalkuluan bilatu behar bada ere; 
zoriz aukeratutako bi zenbaki arrunt elkar lehenak izateko probabilitatea 
da.
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1. definizioa: ℚ+-en zenbakitze-sistema bat ℚ+ eta ℕ-ren arteko bijek-
zio bat da (f: ℕ → ℚ+, f–1: ℚ+ → ℕ).

Honen arabera zenbaki arrazional positibo bati zenbaki arrunt bakar bat 
dagokio, eta alderantziz. Bi multzoak infinituak direnez gero, bien arteko 
bijekzio bat definitzearren algoritmo edo prozedura bat behar da.

Zenbakitze-sistema bat 1. irudiko puntu gorri guztietatik behin baka-
rrik pasatzen den ibilbide bat da.

Infinitu sistema dago ℚ+ zenbakarria dela azaltzeko, infinitu bijekzio, 
infinitu ibilbide alegia.

Ezagunena Cantor-ena da (f: ℕ  → ℚ+). 1886ko ekainaren 18an 
Goldscheider-i idatzitako eskutitz batean argi eta garbi azaltzen dizkio zen-
bait multzo ondo ordenaturen adibideak, eta tartean aipatzen du zenbaki 
arrazional positiboentzako ordena bat ([3]), hain zuzen ℚ+ zenbakarria 
dela frogatzeko erabiltzen dena (ikusi 2. irudia). Sistema hau ez da, ordea, 
konputazionalki efizientea, ℕ2 planoaren ibilbideko puntu bakoitzean era-
baki behar baita bi zenbakiak elkar lehenak diren ala ez (hori egin gabe ℕ2-
ren zenbakarritasuna frogatzen da).

2. irudia.  Irudikapen grafikoa: ℚ+ zenbakigarria da Cantor-en 
frogaren arabera.
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Jakina, ez da zenbakitze-sistema bakarra ([4]), baina bai ulerterraza.
Aipatzekoa da Sagher-en zenbakitze-sistema ([5]), formula esplizitu 

batean mamitzen baitu ℚ+ eta ℕ-ren arteko bijekzio bat (f–1: ℚ+ → ℕ). Bedi 
a/b ∈ ℚ+ eta hauexek beren deskonposaketak zenbaki lehenetan: a = p1

r1 ··· 
pf

rf eta b = q1
s1 ··· qg

sg.
Sagher-en zenbakitze-sistema honela definitzen da:

	 f–1(1) = 1  eta  f–1(a/b) = p1
2r1 ··· pf

2rf q1
2s1-1 ··· qg

2sg–1.

Adibidez: f–1(25/14) = 52·2 · 22·1-1 · 72·1-1 = 8750.
Zenbaki arruntak biderkagai edo faktore lehenetan deskonposatzeak 

ordea (modu bakarra dago, aritmetikaren oinarrizko teoremaren arabera) 
arazo bat dakar zenbakiak handiak direnean, zenbaki arrunt handien fakto-
rizazioak algoritmo konplexuak eskatzen baititu.

Bitxikeria bat aipatze aldera hortxe da Kimberling-en zenbakitze-sis-
tema, Fibonacci-ren segidaren ordenan oinarritzen den sistema zatiki-segi-
dak mailakatzeko ([6]).

Badira beste zenbait sistema ezagun interesgarri. Hurrengo atalean 
azalduko ditut, eta idazlan honen mamia osatuko dute. Izan ere, haien de-
finizioak emango ditut era bateratuan, eta bi sailetan banatuko ditugu. 
Sailkapenaren arabera bi sistema berri proposatuko ditut, eta bi sailen 
arteko erlazio erakutsiko (2. atala). Guztiak daude oinarrituta Sternen 
segidan, eta haren bitartez guztiak defini daitezkeela ere azalduko dut 
(3. atala).

Azkeneko atalean (4.a) azaltzen ditut sistema berriak bilatzeko bide ba-
tzuk, baita sistemen inguruan sortzen diren zenbait ikergai ere.

Idazlan hau ahalbidetzeko ezinbestekoa izan da The On-line Encyclo-
pedia of Integer Sequences (OEIS, [7]). Hor segida bakoitzak izen bat du 
A******, non * bat 0 eta 9 tarteko digitu bat den. Adibidez, A002487. Se-
gida bakoitzak webgune bat du eta bertara joan daiteke: http://oeis.org/
A002487. Horrela lan honetan azalduko diren zenbakitze-sistemen propie-
tate asko aurki daitezke. Egilearen webgunea ([8]) gidari izan daiteke idaz-
lan honen xehetasunak egiaztatzeko; besteak beste, aipatzen diren zenbaki-
segida guztien programak R lengoaian ([9]).

2.  �Zenbait zenbakitze-sistema ezagunen definizioak 
eta sailkapena

Bada ℚ+-en zenbakitze-sistema bat Sterni zor zaiona ([10]), nahiz ho-
nek ℚ+-en zenbakarritasunaren arazoa esplizituki ez azaldu. Berak zenbaki 

http://oeis.org/A002487
http://oeis.org/A002487
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arruntez osatutako s(n) (n  >  0) segida baten propietateak aztertzen ditu. 
Errekurtsiboki definitzen da ([10], [11]).

2.1 definizioa: Sternen segida, s (s: ℕ → ℕ):

s(1) = 1
∀n > 0,
s(2n + 0) = s(n)
s(2n + 1) = s(n) + s(n + 1)

Funtzio honi fusc funtzioa ere esaten zaio [12].
Hona hemen segidaren hasiera (OEIS-en s ≡ A002487 segida), gerora 

begira, erosotasunagatik, blokeka taldekatuta (2m-ko blokeak, m ≥ 0):

1     1 2     1 3 2 3     1 4 3 5 2 5 3 4 1 5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 ...

Blokeka adierazita (∀n > 0 ∃1m ≥ 0, ∃1k 0 ≤ k < 2m, n ≡ 2m + k) honela-
koxea da definizioa:

s(1) = 1
∀m ≥ 0, ∀k 0 ≤ k < 2m,
s(2m+1 + 2k + 0) = s(2m + k)
s(2m+1 + 2k + 1) = s(2m + k) + s(2m + k + 1)

Ohartzekoa da s(n)-ren hasierari erreparatuz gero, bloke bakoitzaren si-
metria ([11]):

2.1 proposizioa: ∀m ≥ 0, ∀k 0 ≤ k < 2m, s(2m+1 – k) = s(2m + k).
Hain zuzen, 2m-bloke bakoitzean (m > 0), 1-ekoa den lehenengo gaian 

izan ezik, 2 balioaren kokalekuarekiko simetria bat dago; areago, simetriak 
gai bat gehiago hartzen du bloke bateko eta hurrengo blokeko lehenengoak 
hartuta (∀m ≥ 0 s(2m) = 1 baita). Beste propietate batzuk idazlan honetan 
aurki daitezke ([13]).

Sternen azterlanean ([10]) s(n)/s(n  +  1) zatiki-segidaren zenbait pro-
pietate ere badago. Reznick-ek honela dio ([14]): «for every pair of posi-
tive relatively prime integers (a, b), there is a unique n so that s(n) = a and 
s(n + 1) = b. Stern’s discovery predates Cantor’s proof of the countability 
of ℚ by fifteen years».

Areago, Bantchev-ek dio ([15]) greziarren garaitik dela ezaguna s(n)/
s(n + 1) sistema. Nonbait aipatu egiten dute I. mendearen bukaera inguruko 
Nikomako Gerasakoak eta Theon Smyrnakoak; azken honek dio Eratoste-
nes Zirenekoak, k.a. iii. mendekoak, ezaguna zuela, eta beraz, egilea k.a. 
iv. mendekoa izan zitekeela.
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Atal honetan Sternen segidan oinarritutako zortzi zenbakitze-sistema 
aurkeztuko ditut (f: ℕ → ℚ+ motakoak denak), bi sailetan sailkatuta, Sail-1 
eta Sail-2 izenekoak. Bi sailen arteko lotura ere azalduko dut. Bada idazlan 
bat zortzietatik sei sistema beste ikuspuntu batetik abiatuta modu berean 
sailkatzen dituena ([16]).

Sail-1 eta Sail-2-ko sistemak errekurtsiboki definitzen dira, 2m+1-blo-
keko zatikiak 2m-koetan oinarrituta.

2.1.  Sail-1
Sail honetako sistemetan zatiki jakin bati dagokion kokapena hartzen 

da kontuan, bakoitia den ala bikoitia.

2.1.1 definizioa: Calkin-Wilf-en zenbakitze-sistema, fCW

fCW(1) = 1/1

∀n > 0,

fCW(2n + 0) = (fCW(n) + 1) / (fCW(n) + 1)

fCW(2n + 1) = (fCW(n) + 1) / 1

2.2 proposizioa: ∀n > 0 fCW(n) = s(n)/s(n + 1).

Froga: Bedi ∀n > 0 f(n) = s(n)/s(n+1).

f(2n) = s(2n)/s(2n+1) = s(n)/(s(n) + s(n+1)) = f(n) / (f(n) + 1)

f(2n+1) = s(2n+1)/s((2n+1)+1) = (s(n) + s(n+1))/s(n+1) = (f(n) + 1) / 1

Hau da: f ≡ fCW. 

Frogatu egiten da segida honek zenbaki arrazional positibo guztiak 
atzematen dituela, eta ez dela bat ere errepikatzen ([17], [18]).

Hauxe da segidaren hasiera (zenbakitzailea, izendatzailea):

1    1 2    1 3 2 3    1 4 3 5 2 5 3 4    1 5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 ... 
1    2 1    3 2 3 1    4 3 5 2 5 3 4 1    5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 1 ...

3. irudian azaltzen da ℕ2 planoan dagokion ibilbidea.
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3. irudia.  Calkin-Wilf zenbakitze-sistemaren irudikapen grafiko bat.

Esan beharra dago, gainera, badela beste errepikapen-formula berehala-
koago bat sistema honen zatiki-segidaren gaiak ematen dituena ([19]):

fCW(1) = 1, ∀n > 0, fCW(n + 1) = 1/(1 + 2 · ⎣fCW(n)⎦ – fCW(n)),

⎣a⎦ a zenbakiaren parte osoa izanik.

fCW-k sortzen duen zatiki-segidari erreparatuz gero, 2m-blokeka no-
labait simetrikoa dela antzematen da, bi kokaleku hauena hain zuzen: 
n ≡ 2m + k, n* ≡ 2m+1-1-k edo n* ≡ 2m + (2m – 1 – k), eta 0 ≤ k < 2m denez, 
0 ≤ (2m – 1 – k) < 2m. Ohartzekoa da n + n* = 3 · 2m – 1.

2.3 proposizioa: ∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m fCW(2m + k) · fCW(2m+1 – 1 – k) = 1.

Froga:  fCW(2m+k)   ·   fCW(2m+1  –   1  –   k)   =  (s (2m  +  k) /  
s(2m  +  k  +  1))  ·  (s(2m+1  –  1  –  k)/s(2m+1  –  k)) = (s(2m  +  k)/ 
s(2m + (k + 1))) · (s(2m+1 – (k + 1))/s(2m+1 – k)) = 1.

Propietate hau s(n)-ren simetriaren ondorioa da (2.1. proposizioa). 
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2.1.2 definizioa: Drib-en zenbakitze-sistema, fDRIB

fDRIB(1) = 1/1
∀n > 0,
fDRIB(2n + 0) = 	 1) / (fDRIB(n) + 1)
fDRIB(2n + 1) = (fDRIB(n) + 1) / (fDRIB(n)

Sistema hau Hinze-k definitu zuen ([20]). Berez bi definitu zituen; bati 
Bird-en zenbakitze-sistema izena jarri zion bere irakasle Bird-en omenez, 
eta beste sistemari, haren nolabaiteko alderantzizkoa denari (aurrerago argi-
tuko dut zertan datzan alderantzizkotasun hori), Drib-en zenbakitze-sistema.

Hauxe da segidaren hasiera:

1    1 2    2 3 1 3    3 5 1 4 3 4 2 5    5 8 2 7 4 5 3 7 4 7 1 5 5 7 3 8 ... 
1    2 1    3 1 3 2    5 2 4 3 4 1 5 3    8 3 7 5 5 1 7 4 7 3 5 4 7 2 8 5 ...

fDRIB-ek sortzen duen zatiki-segidak fCW-ren 2.3 proposizioaren parekoa 
du:

2.4 proposizioa:  
∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m fDRIB(2m + k) · fDRIB(2m+1 – 1 – k) = 1.

Froga: m-ren araberako indukzioz. Bedi ∀m ≥ 0 P(m) proposizioa:

∀k | 0 ≤ k < 2m fDRIB(2m+k) · fDRIB(2m+1 – 1 – k) = 1.
m = 0. P(0): fDRIB(20+0) · fDRIB(20+1-1-0) = (1/1) · (1/1) = 1.
m = 1. P(1): fDRIB(21+0) · fDRIB(21+1-1-0) = fDRIB(2) · fDRIB(3) = (1/2) · (2/1) = 1.
fDRIB(21+1) · fDRIB(21+1-1-1) = fDRIB(3) · fDRIB(2) = 1.

P(m) egiazkotzat jota, P(m + 1) egiazkoa dela frogatuko dut.
Bedi (2m+1 + k) 2m+1-blokeko kokaleku bikoiti bat (0 ≤ k < 2m+1, k bikoi-

tia), beraz

∃k´ | 0 ≤ k´ < 2m, k = 2k´.
fDRIB(2m+1+k) = fDRIB(2m+1+2k´) = fDRIB(2(2m+k´)) = 1 / (fDRIB(2m+k´)+1).

k bikoitia bada, (2m+2 – 1 – k) bakoitia da.

fDRIB(2m+2–1–k)  =  fDRIB(2(2m+1–1–k´)+1)  =  (fDRIB(2m+1–1–k´)+1) / 
fDRIB(2m+1–1–k´)+1 = 1 + ( 1 / fDRIB(2m+1–1–k´)) = 1 + fDRIB(2m+1+k´).

Hau da: fDRIB(2m+1 – k) · fDRIB(2m+2 – 1 – k) = 1.
(2m+1 + k) bakoitia bada, (2m+2 – 1 – k) bikoitia da, eta modu berean lor-

tzen da berdintza 2.1.2 definizioa eta P(m)-a erabiliz. 
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2.1.3 definizioa: Yu-Ting-en zenbakitze-sistema, fYT

fYT(1) = 1/1
∀n > 0,
fYT(2n + 0) = (fYT(n) + 0) / (fYT(n) + 1)
fYT(2n + 1) = (fYT(n) + 1) / (fYT(n)

Frogatu egiten da segida honek ℚ+-ko zatiki guztiak atzematen dituela, 
eta ez dela zatiki bat ere errepikatzen ([21]). Sistema berera iritsi zen An-
dreev ([22]) aurrekoaren idazlana ezagutu gabe, eta hainbatek bere izena 
gehitzen diote sistemaren izenari. Segidaren hasiera hauxe da:

1    1 2    1 3 2 3    1 4 3 4 2 5 3 5    1 5 4 5 3 7 4 7 2 7 5 7 3 8 5 8 ... 
1    2 1    3 1 3 2    4 1 4 3 5 2 5 3 5 1 5 4 7 3 7 4 7 2 7 5 8 3 8 5 ...

2.5 proposizioa: ∀n > 0, fYT(2n) · fYT(2n + 1) = 1.
Froga: Berehalakoa da definiziotik beretik. 

Segida horretan kokaleku bikoitia dutenek (fYT(2n)) Kepler-en zuhaitza 
izena duena osatzen dute ([23]).

Hiru sistemek f*(n) eta (f*(n) + 1) gaiak erakusten dituzte beren defini-
zioetan (f* izan daiteke fCW, fDRIB, ala fYT, kasuan kasukoa). Hirurak 1. taulan 
antolatuz gero hutsune bat gertatzen da, zenbakitze-sistema berri bat irado-
kitzen duena, Berria-1 :

1. taula.  Sail-1-eko lau zenbakitze-sistemak

f*(1) = 1/1, ∀n > 0

f*(2n) =

f*(n)/(f*(n) + 1) 1/(f*(n) + 1)

f*(2n + 1) =
(f*(n) + 1)/1

(f*(n) + 1)/f*(n)

Calkin-Wilf (f* ≡ fCW)

Yu-Ting (f* ≡ fYT)

Berria-1 (f* ≡ fB1)

Drib (f* ≡ fDRIB)

2.1.4 definizioa: Berria-1 zenbakitze-sistema, fB1

fB1(1) = 1/1
∀n > 0,
fB1(2n + 0) =         1) / (fB1(n) + 1)
fB1(2n + 1) = (fB1(n) + 1) /         1
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Berria-1-en errepikapen-formula berri honek ondorengo segida eragi-
ten du:

1    1 2    2 3 1 3    3 5 2 5 3 4 1 4    5 8 3 8 5 7 2 7 4 7 3 7 4 5 1 5 ... 
1    2 1    3 2 3 1    5 3 5 2 4 3 4 1    8 5 8 3 7 5 7 2 7 4 7 3 5 4 5 1 ...

2.6 proposizioa: fB1 zenbakitze-sistema bat da.
Froga: ∀n > 0 ∃1m ≥ 0, ∃1k 0 ≤ k < 2m, n ≡ 2m + k
Bedi ∀m ≥ 0, ∀k 0 ≤ k < 2m f(2m + k) = 1 / fYT(2m+1 – 1 – k).
f-ren definizio hau Yu-Ting eta Berria-1 sistemen 2m-blokekako zatiki-

segidak behatzetik dator: bata bestearen atzekoz aurrerakoaren alderantziz-
koa da.

Definizioaren arabera, fYT zenbakitze-sistema bat denez, f ere sistema 
bat da.

Gainera, f ≡ fB1:

f(1) = f(2m+k) = 1 / fYT(2m+1–1–k) = 1/1

∀n > 0, (n ≡ 2m+k, m ≥ 0, 0 ≤ k < 2m)

f(2n) = f(2m+1+2k) = 1 / fYT(2m+2–1–2k) = 1 / fYT(2(2m+1–1–k)+1) =
= 1 / ((fYT(2m+1–1–k)+1)/fYT(2m+1–1–k)) = 1 / (1+1/fYT(2m+1–1–k)) =
= 1 / (1 + f(2m+k)) = 1 / (1 + f(n))

f(2n+1) = f(2m+1+2+1) = 1/fYT(2m+2–1–(2k+1)) = 1/fYT(2(2m+1–1–k)) =
= (fYT(2m+1–1–k)+1) / fYT(2m+1–1–k) = 1 + f(n)

Horixe bada: f ≡ fB1. 

2.7 proposizioa: ∀n > 0, fB1(2n) · fB1(2n + 1) = 1.

Froga: Berehalakoa da definiziotik beretik 

Oharrarazi denez Sail-1-eko lau sistemek propietate hau betetzen dute:

2.8 proposizioa: ∀n > 0, f*(2n) < 1, f*(2n + 1) > 1.

Froga: Definizioetatik bertatik dira berehalakoak 

Lau sistema hauek koordinatzeko beste modu bat f*(n) zatikia zenbaki-
tzaile (≡ z) eta izendatzailearen (≡ i) bitartez adierazten duena da:

∀n > 0    f*(n) = z*(n)/i*(n)    f*(n) + 1 = (z*(n) + i*(n))/i*(n)
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f*(2n) eta f*(2n  +  1) gaien errepikapen-formulen definizioek forma 
hauek hartzen dituzte:

Calkin-Wilf (fCW):	 fCW (2n+1) = (zCW(n)	 / (zCW(n)   + iCW(n))
	 fCW (2n+1) = (zCW(n)    + iCW(n))	 /	  iCW(n)

Drib (fDRIB):	 fDRIB(2n+1) =           iDRIB(n)	 / (zDRIB(n) + iDRIB(n))
	 fDRIB(2n+1) = (zDRIB(n) + iDRIB(n))	 / (zDRIB(n)

Yu-Ting (fYT):	 fYT (2n+1) = (zYT(n)	 / (zYT(n) +    iYT(n))
	 fYT (2n+1) = (zYT(n)      + iYT(n))	 / (zYT(n)

Berria-1 (fB1):	 fB1(2n+1) =               iB1(n)	 / (zB1(n) +	  iB1(n))
	 fB1(2n+1) = (zB1(n)       + iB1(n))	 /	  iB1(n)

f*(2n)-ren zenbakitzaileei eta f*(2n  +  1)-ren izendatzaileei erreparatuz 
gero (beste bi gaiak (z*(n) +  i*(n)) dira), lau konbinazioak agortzen dira: 
(zCW, iCW), (iDRIB, zDRIB), (zYT,zYT) eta (iB1, iB1).

Formulazio hauen bitartez bideo batean azaltzen dut ([24]) Sail-1-en 
zenbakitze-sistemen eraikitze-prozesua.

2.2.  Sail-2

Sail honetako sistemetan zatiki jakin bati dagokion kokapena hartzen 
da kontuan, 2m+1-blokearen lehenengo erdian (2m+1 + k, 0 ≤ k < 2m) dagoen 
ala bigarrenean (2m+1 + 2m + k).

Concrete Mathematics liburuak ([25]), batez ere, ℚ+-en zenbakitze-
sistemak aztertzeko jakin-mina piztu zuen matematikarien komunitatean 
(adibidez,  [18]); atal bat eskaintzen baitio Stern-Brocot-en zenbakitze-
sistema esaten zaion beste zenbakitze-sistema bati. «Brocot» erlojugile 
baten deitura da, sistema berera iritsi zena Sternenaren berririk jakin 
gabe ([26]).

2.2.1 definizioa: Stern-Brocot-en zenbakitze-sistema, fSB

fSB(1) = 1/1
∀m ≥ 0, ∀k 0 ≤ k < 2m (n ≡ 2m + k)
fSB(2m+1 +     k) = (fSB(2m + k)	 / (fSB(2m + k) + 1)
fSB(2m+1 + 2m + k) = (fSB(2m + k) + 1)	 /             1

Hauxe da segidaren hasiera:

1    1 2    1 2 3 3    1 2 3 3 4 5 5 4    1 2 3 3 4 5 5 4 5 7 8 7 7 8 7 5 ... 
1    2 1    3 3 2 1    4 5 5 4 3 3 2 1    5 7 8 7 7 8 7 5 4 5 5 4 3 3 2 1 ...
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Reznick-ek honela dio [14]: «Another enumeration of the positive ra-
tionals involves the Stern-Brocot array, which also predates Cantor».

4. irudian ikus daiteke sistema honi dagokion ibilbidea.

4. irudia.  Stern-Brocot zenbakitze-sistemaren irudikapen grafiko bat.

Sistema hau Farey-ren segidarekin dago estuki lotuta ([27]). Fareyren 
segida erabiltzen da, adibidez, zenbaki arrazionalen bitartez zenbaki irra-
zionalen balioak hurbiltzeko.

Bada zenbakitze-sistema honen oso antzeko bat 2m-bloke bikoitietako 
zatikiak (m bikoitia) alderantzikatzen dituena eta blokeen arteko Stern-Bro-
cot-en ibilbidea grafikoki leuntzen duena ([28]).
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2.9 proposizioa: ∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m fSB(2m+k) · fSB(2m+1–1–k) = 1.
Froga: Indukzioz m-ren arabera. Bedi ∀m ≥ 0 P(m) proposizioa:

∀k | 0 ≤ k < 2m fSB(2m + k) · fSB(2m+1 – 1 – k) = 1.
m = 0. P(0):  fSB(20 + 0) · fSB(20+1 – 1 – 0) = (1/1) · (1/1) = 1.
m = 1. P(1):  fSB(21 + 0) · fSB(21+1 – 1 – 0) = fSB(2) · fSB(3) = (1/2) · (2/1) = 1.
fSB(21+1) · fSB(21+1 – 1 – 1) = fSB(3) · fSB(2) = 1.
P(m) egiazkotzat jota, P(m + 1) egiazkoa dela frogatuko dut.

Bedi (2m+1 + k) 2m+1-blokeko lehen erdiko kokaleku bat (0 ≤ k < 2m).

fSB(2m+1 + k) = fSB(2m + k) / (fSB(2m + k) + 1) = 1 / (1 + 1/fSB(2m + k)) =
= 1 / (1 + fSB(2m+1 – 1 – k)).

(2m+2 – 1 – k) 2m+1-blokeko bigarren erdiko kokaleku bat da (0 ≤ k < 2m).

fSB(2m+2 – 1 – k) = fSB(2m+1 + (2m+1 – 1 – k)) = fSB(2m+1 + 2m + (2m – 1 – k)) =
= fSB(2m + (2m – 1 – k)) + 1 = fSB(2m+1 – 1 – k) + 1.

Hau da: fSB(2m + k) · fSB(2m+1 – 1 – k) = 1. 

2.2.2 definizioa: Bird-en zenbakitze-sistema, fBIRD

fBIRD(1) = 1/1
∀m ≥ 0, ∀k 0 ≤ k < 2m (n ≡ 2m + k)
fBIRD(2m+1 +     k) =	 1) / (fBIRD(2m + k) + 1)
fBIRD(2m+1 + 2m + k) = (fBIRD(2m + k) +	 1) / (fBIRD(2m + k)

ℚ+-en zenbakitze-sistema bat da ([20]). Hona hemen zatiki-segidaren 
hasiera:

1    1 2    2 1 3 3    3 3 1 2 5 4 4 5    5 4 4 5 2 1 3 3 8 7 5 7 7 5 7 8 ... 
1    2 1    3 3 1 2    5 4 4 5 2 1 3 3    8 7 5 7 7 5 7 8 3 3 1 2 5 4 4 5 ...

2.10 proposizioa:  
∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m fBIRD(2m + k) · fBIRD(2m+1 – 1 – k) = 1.

Froga: m-ren araberako indukzioz. 

2.2.3 definizioa: HCS zenbakitze-sistema, fHCS

fHCS(1) = 1/1
∀m ≥ 0, ∀k 0 ≤ k < 2m (n ≡ 2m + k)
fHCS(2m+1 +     k) = (fHCS(2m + k) 	 / (fHCS(2m + k) + 1)
fHCS(2m+1 + 2m + k) = (fHCS(2m + k) + 1)	 / (fHCS(2m + k)
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«H»a Hanna-ri zor zaio ([29]), eta «CS» Czyz eta Self egileei, gero-
xeago iritsi ziren sistema berera bi horiek, beste bide batetik. ℚ+-en zenba-
kitze-sistema bat da ([30]). Zatiki-segidaren hasiera hauxe da:

1    1 2    1 2 3 3    1 2 3 3 4 5 4 5    1 2 3 3 4 5 4 5 5 7 7 8 5 7 7 8 ... 
1    2 1    3 3 1 2    4 5 4 5 1 2 3 3    5 7 7 8 5 7 7 8 1 2 3 3 4 5 4 5 ...

2.11 proposizioa:  
∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m fHCS(2m + k) · fHCS(2m+1 + 2m + k) = 1.

Froga: Berehalakoa da definiziotik beretik. 

Hiru sistema hauek, 2m-blokeka adierazita antzeko modura partekatzen 
dituzte f*(2m + k) eta (f*(2m + k) + 1) (f* izan daiteke fSB, fBIRD, ala fHCS, ka-
suan kasukoa). Hirurak 2. taulan antolatuz gero hutsune bat gertatzen da, 
eta beste zenbakitze-sistema bat iradokitzen dute, Berria-2.

2. taula.  Sail-2-ko lau zenbakitze-sistemak

f*(1) = 1/1, ∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m

f*(2m+1 + k) =

f*(2m+k)/(f*(2m+k)+1) 1/(f*(2m+k)+1)

f*(2m+1 + 2m + k) =
(f*(2m + k) + 1)/ 1

(f*(2m + k) + 1)/f*(2m + k)

Stern-Brocot (f* ≡ fSB)

HCS (f* ≡ fHCS)

Berria-2 (f* ≡ fB2)

Bird (f* ≡ fBIRD)

2.2.4 definizioa: Berria-2 zenbakitze-sistema, fB2

fB2(1) = 1/1
∀m ≥ 0, ∀k 0 ≤ k < 2m (n ≡ 2m + k)
fB2(2m+1 +     k) =	 1) / (fB2(2m + k) + 1)
fB2(2m+1 + 2m + k) = (fB2(2m + k) + 1) /             1

Berria-2 sistemaren errepikapen-formulak zatiki-segida hau eragiten 
du:

1    1 2    2 1 3 3    3 3 2 1 5 4 5 4    5 4 5 4 3 3 2 1 8 7 7 5 8 7 7 5 ... 
1    2 1    3 3 2 1    5 4 5 4 3 3 2 1    8 7 7 5 8 7 7 5 5 4 5 4 3 3 2 1 ...
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2.12 proposizioa: fB2 zenbakitze-sistema bat da.
Froga: 2.6 proposizioaren frogaren antzekoa da. Izan ere, HCS eta Be-

rria-2 sistemen 2m-blokekako zatiki-segiden artean atzekoz aurrerakoaren 
alderantzizko erlazioa ikus daiteke. 

2.13 proposizioa:  
∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m fB2(2m + k) · fB2(2m+1 + 2m + k) = 1.

Froga: Berehalakoa da definiziotik beretik. 

Sail-2-ko lau sistemek propietate hau betetzen dute:

2.14 proposizioa:  
∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m f*(2m+1 + k) < 1, f*(2m+1 + 2m + k) > 1.

Froga: Definizioetatik bertatik dira berehalakoak. 

Sail-1-en bezala Sail-2-n bada lau sistemen artean bestelako koordina-
zioa f*(2m + k) zatikia zenbakitzaile (≡ z) eta izendatzailearen (≡ i) bitar-
tez adierazten denean:

∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m, �f*(2m + k) + 1 = (z*(2m + k)            / i*(2m + k), 
f*(2m + k) + 1 = (z*(2m + k) + i*(2m + k)) / i*(2m + k)

f*(2m+1 + k) eta f*(2m+1 + 2m + k) gaiek forma hauek hartzen dituzte:

Stern-Brocot (fSB):	 fSB(2m+1+    k) = (zSB(2m+k)	 / (zSB(2m+k) +	 iSB(2m+k))
	 fSB(2m+1+2m+k) = (zSB(2m+k)       + iSB(2m+k))	 /	 iSB(2m+k)

Bird (fBIRD):	 fBIRD(2m+1+    k) =              iBIRD(2m+k)	 / (zBIRD(2m+k) + iBIRD(2m+k))
	 fBIRD(2m+1+2m+k) = (zBIRD(2m+k) + iBIRD(2m+k))	 / (zBIRD(2m+k)

HCS (fHCS):	 fHCS(2m+1+    k) = (zHCS(2m+k)	 / (zHCS(2m+k)  + iHCS(2m+k))
	 fHCS(2m+1+2m+k) = (zHCS(2m+k)   + iHCS(2m+k))	 / (zHCS(2m+k)

Berria-2 (fB2):	 fB2(2m+1+    k) =                 (iB2(2m+k)	 / (zB2(2m+k) +	 iB2(2m+k))
	 fB2(2m+1+2m+k) = (zB2(2m+k)       + iB2(2m+k))	 / 	 iB2(2m+k)

f*(2m+1 + k)-ren zenbakitzaileei eta f*(2m+1 + 2m + k)-ren izendatzaileei 
erreparatuz gero, lau konbinazioak agortzen dira: (zSB,  iSB), (iBIRD,  zBIRD), 
(zHCS, zHCS) eta (iB2, iB2).

Bideo honetan ([31]) azaltzen dut zein den Sail-2-ko lau sistemek par-
tekatzen duten ezaugarria.
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2.3.  Sail-1 eta Sail-2-ren arteko lotura
Sail-1 eta Sail-2-ren artean badago lotura bat. 1. eta 2. taulak elkarren 

gainean jarriz gero, lau gelaxketako bakoitzari dagozkion bi zenbakitze-
sistemak π bit-reversal permutation (bit-iraulizko permutazioa) izeneko ℕ-
ren permutazio edo bijekzioaren bidez daude lotuta, OEIS-en A059893 du 
izena ([32]). Adibidez, Calkin-Wilf sistema (fCW) π permutazioarekin kon-
posatuz gero Stern-Brocot sistema (fSB) lortzen da: fCW  π = fSB. Esate ba-
terako, 4/3 zatikia Calkin-Wilf sisteman 9. gaia da (fCW(9) = 4/3), eta Stern-
Brocot-enean 12.a (fSB(12) = 4/3):

	 π(9) = π(10012) = 11002 = 12,    π(12) = 9.

Hona bit-reversal permutazioaren jokabidea: zenbaki baten adierazpen 
bitarraren lehenengo bita bere horretan utzita atzekoz aurrera jartzen ditu 
gainontzekoak.

Ondoren erakutsiko ditut π permutazioaren definizio zehatza eta pro-
pietate pare bat, beharrezkoak direnak fCW  π = fSB frogatzeko.

2.3.1 definizioa: ℕ-ren π permutazioa

π(1) = 1

∀j 0 ≤ j < m aj ∈ {0, 1}

∀n > 0, n = 2m + am–12m–1 + am–22m–2 + ... + a121 + a020 ≡ 2m +
 

a j 2
j

j 0

m–1

π(n) = 2m + a02m–1 + a12m–2 + ... + am–221 + am–120 ≡ 2m +
 

am–12 j

j 0

m–1

Edozein n-ren adierazpen bitarra alderantzikatzen du π-k, lehenengo 
bita izan ezik. Hauxe da π segidaren hasiera 2m-blokeka adierazita:

1  2 3  4 6 5 7  8 12 10 14 9 13 11 15  16 24 20 28 18 26 22 30 17 25 21 29 19 27 23 31 ...

2.15 proposizioa:  
π  π = ∈ (∈, zenbaki arrunten segida: ∀n > 0 ∈(n) = n)

Froga: emaitza hau bistakoa da, adierazpen bitarraren bitak (lehenen-
goa izan ezik) bi aldiz jarri behar baitira atzekoz aurrera. Ondorioz, lehe-
nengo adierazpen bitarra bere horretan gelditzen da. 
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2.16 proposizioa: Errepikapen-formula hau betetzen du π permuta-
zioak:

π(1) = 1
∀m ≥ 0, ∀k 0 ≤ k < 2m,
π(2m+1 +     k) = 2 · π(2m + k)
π(2m+1 + 2m + k) = 2 · π(2m + k) + 1

Froga: π(1) = 1. Bedi m ≥ 0, 0 ≤ k < 2m

2m 1 k 2m 1 0 2m a j 2
j

j 0

m–1

2m 1 a(m 1)–1– j 2
j

j 0

(m 1)–1

2m 1 am– j 2
j

j 1

m

0 20 2 2m am–1– j 2
j

j 0

m–1

2 2m a j 2
j

j 0

m–1

2 2m k .

2m 1 k 2m 1 1 2m a j 2
j

j 0

m–1

2m 1 a(m 1)–1– j 2
j

j 0

(m 1)–1

2m 1 am– j 2
j

j 1

m

1 20 2 2m am–1– j 2
j

j 0

m–1

1

2 2m a j 2
j

j 0

m–1

1 2 2m k 1.

2.17 proposizioa:

fCW  π	 =  fSB	 eta	 fSB  π	 =  fCW
fDRIB  π	 =  fBIRD	 eta	 fBIRD  π	 =  fDRIB
fYT  π	 =  fHCS	 eta	 fHCS  π	 =  fYT
fB1  π	 =  fB2	 eta	 fB2  π	 =  fB1

Froga: Adibidez, fCW  π = fSB . Bedi m ≥ 0, 0 ≤ k < 2m

(fCW  π)(2m+1 + k) = fCW(π(2m+1 + k)) = fCW(2 · π(2m + k)) = 
= f(π(2m + k)) / (f(π(2m + k)) + 1) = (fCW  π)(2m + k) / ((fCW  π)(2m+k) + 1)

(fCW  π)(2m+1 + 2m + k) = fCW(π(2m+1 + 2m + k)) = 
= fCW(2 · π(2m + k) + 1) = fCW(π(2m + k)) + 1 = (fCW  π)(2m + k) + 1

Beraz, (fCW  π)-ren bi zatiek bat egiten dute (fSB)-ren 2.2.1 definizioa-
rekin: fCW  π = fSB. 
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Alderantziz ere: fSB  π = fCW.
Froga: fSB  π = (fCW  π)  π = fCW  (π  π) = fCW. 

Antzeko moduan froga daitezke gainontzeko berdintzak.

3.  �Stern-en segida eta zenbakitze-sistema 
ezagunak

Aurkeztutako zortzi zenbakitze-sistemak 2m-blokeka antolatuz gero, 
nabari da maila bereko zatiki berberak agertzen direla, nahiz ordena ezber-
dinean azaldu. Are gehiago, zenbakitzaileak (eta izendatzaileak) bloke 
bereko Sternen segidakoak dira.

5.  irudian erakusten ditut kolore ezberdinez lehendabiziko sei 2m-blo-
keen zatikiak (0 ≤ m ≤ 6). ℚ+-en zenbakitze-sistema ezberdinen ibilbideak, 
blokeen arteko ordenari eutsiz, 2m-blokeetan definitutako zatikien ordenen 
arabera eraikitzen dira.

5. irudia.  Sternen segidan oinarritutako zenbakitze-sistemen 
blokeen kolorekako irudikapen grafiko bat.
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m-ren handitzearekin batera, 2m-blokeko zatikiak gehituz Stern-Broco-
ten kometa izeneko irudikapena lortzen da (ikusi 6.  irudia). Puntu gorriak 
zenbaki arrazional positiboei dagozkie.

6. irudia.  Stern-Brocot-en kometa m-ren handitasunaren arabera.

Zortzi sistemen zatikiak 2m-blokeka berberak direnez gero, sistema 
guztiak f bakar bat eta permutazio banaren bitartez adieraztea da helburua. 
Erreferentziazko f bat behar da, eta horren arabera σ egokiak bilatu.

3.1 proposizioa: ℚ+-en zenbakitze-sistema bat definitzen duen f funtzio 
bat ℕ-ren σ permutazio batekin konposatzen bada, f   σ, orduan 
ℚ+-en beste zenbakitze-sistema bat lortzen da.

Froga: Berehalakoa da. 

Erreferentziatzat fCW hartu dut, bere muinean Sternen segida baitago; 
horrela, zortzi zenbakitze-sistemak fCW eta σ permutazio jakin batzuen bi-
tartez adieraz daitezke. fCW zenbakitze-sistemaren gaiak 2m-blokeka antola-
tuz gero, σ permutazioak bloke bakoitzeko gaiak permutatzen ditu, eta on-
dorioz beste zenbakitze-sistema bat definitzen da.

3.1 definizioa: Bedi σ ℕ-ren permutazio bat. σ 2m-blokekako permuta-
zio bat da, baldin

∀m ≥ 0, 2m ≤ n < 2m+1 bada, orduan 2m ≤ σ(n) < 2m+1.

Hau da, σ permutazioa 2m luzera duten permutazio finituen pilaketa in-
finitu bat da.

3.2 proposizioa: σ 2m-blokekako permutazio bat bada, fCW  σ sistema 
2m-blokeka dago antolatuta.

Froga: Berehalakoa da. 



266	 Ekaia,  2023, 43,  247-272

Yosu Yurramendi Mendizabal

Hortaz, helburua da zortzi zenbakitze-sistemetako bakoitzari dagokion 
σ 2m-blokekako permutazio bana zehaztea.

Bilaketa burututa hauek dira emaitzak (OEISeko izenaz adierazten dut 
permutazio bereizgarri bakoitza):

3.3 proposizioa:

fCW	 = fCW  ∈ (∈ ≡ A000027, zenbaki arrunten segida)
fDRIB	 = fCW  A258996
fYT	 = fCW  A231551
fB1	 = fCW  A284459

3.4 proposizioa:

fSB	 = fCW  ∈  π 	  (π ≡ A059893, bit-iraulizko permutazioa)
fBIRD	 = fCW  A258996  π
fHCS	 = fCW  A231551  π
fB2	 = fCW  A284459  π

3.5 proposizioa:

A258996  A258996 = ∈
A258996  A231551 = A284459
A258996  A284459 = A231551

Ondorioz, zortzi sistemak adierazteko nahikoak dira fCW (azken finean, 
s), bi permutazio orokor, ∈ eta π, eta bi permutazio bereizgarri, adibidez, 
A258996 eta A231551.

Frogatuta dagoenez fCW-k arrazional positibo guztiak behin bakarrik 
atzematen dituela ([13]), bide honetatik ere frogatuta geratzen da propietate 
hori dutela beste sistema horiek.

Nolanahi ere frogatu beharko da A258996 eta A231551 segidak ℕ-ren 
permutazioak direla, eta 3.3, 3.4 eta 3.5 proposizioak egiazkoak direla.

Ondoren frogatuko dut A258996 permutazio bat dela eta 
fDRIB = fCW  A258996 berdintza betetzen dela.
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3.2 definizioa: A258996

A258996(1) = 1
∀m > 0 ∀j | 0 ≤ j < m aj ∈ {0, 1}
bj =    aj, j bikoitia baldin bada, eta
bj = 1 – aj, j bakoitia baldin bada.

∀n > 0, n = 2m + am–12m–1 + am–22m–2 + ... + a121 + a020 ≡ 2m +
 

a j 2
j

j 0

m–1

A258996(n) = 2m + bm–12m–1 + bm–22m–2 + ... + b121 + b020 ≡ 2m +
 

bj 2
j

j 0

m–1

A258996-k adierazpen bitarraren kokaleku bakoitietako bitak aldatzen 
ditu. Adibidez:

A258996(27) = A258996(110112) = 100012 = 17, A258996(17) = 27.

Segida infinitu hau honela hasten da (2m-blokeka antolatuta, eta adibi-
dea azpimarratuta):

1  2 3  6 7 4 5  10 11 8 9 14 15 12 13  26 27 24 25 30 31 28 29 18 19 16 17 22 23 20 21 ...

3.6 proposizioa: A258996 ℕ-ren permutazio bat da.
Froga: A258996-k binaka lotzen ditu zenbaki arruntak, lehenengoa izan 

ezik, adierazpen bitarraren kokaleku bakoitietan bit-aldaketa eginaz.
∀m > 0, 2 luzerako 2m–1 orbita edo ziklo dago 2m-bloke bakoitzean (adi-

bidez, 23-blokean, 22 orbita: (8,10), (9,11), (12,14), (13,15)).

3.7 proposizioa: A258996  A258996 = ∈ (A258996 inboluzio bat da).
Froga: Azpindize bakoitien aj koefizienteak bere hasierakora itzultzen 

dira A258996 bi aldiz konposatuta: (1 – (1 – aj)) = aj, bikoitiak beren ho-
rretan gelditzen diren bitartean. 

3.8 proposizioa: errepikapen-formula hau betetzen du A258996 permu-
tazioak:

A258996(1) = 1
∀m ≥ 0, ∀k | 0 ≤ k < 2m,
A258996(2m+1 + 2k + 1) = 2 · A258996(2m+1 – 1 – k)
A258996(2m+1 + 2k + 1) = 2 · A258996(2m+1 – 1 – k) + 1

Froga: A258996(1) = 1. Bedi m ≥ 0, 0 ≤ k < 2m
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A258996(2) = 2 · A258996(1) = 2

A258996 (2m+1 + 2k) = A258996
 

2m 1– a j 2 j

j 0

m–1

2m+1 + 2 ·
 

a j 2
j

j 0

m–1

2m 1– a j 2 j

j 0

m–1

 
=

  

= A258996
 

2m 1– a j 2 j

j 0

m–1

2m+1 +
 

a j–12 j

j 1

m

2m 1– a j 2 j

j 0

m–1

 
=

  
= A258996 (2m+1 + am–12m + am–22m–1 + ... + a021) =  
= 2m+1 + aḿ–12m + aḿ–22m–1 + ... + (1 – a0)21) =  

= (bj = aj j bakoitia bada; bj = 1 – aj j bikoitia bada) 2 ·
 

2m 1– a j 2 j

j 0

m–1
2m +

 
bj 2

j

j 1

m–1

 
=

 

= 2 · A258996(2m +
 

c j 2
j

j 1

m–1

 
= (cj = bj j bikoitia bada, cj = 1 – bj j bakoitia

 

= 
bada) = 2 · A258996

 
2m 1– a j 2 j

j 0

m–1

 
= 2 · A258996(2m+1 – 1 – k).

Indizeek berdintza hau betetzen baitute:

2m 1 –1– k 2m 1 –1 – a j 2
j

j 0

m–1

2 j

j 0

m

– a j 2
j

j 0

m–1

2m 1– a j 2 j

j 0

m–1

Antzeko moduan froga daiteke A258996(2m+1bn + 2k + 1)-rena. 

3.9 proposizioa: fDRIB = fCW  A258996 (eta fCW = fDRIB  A258996)
Froga: A258996(1) = 1. Bedi m ≥ 0, 0 ≤ k < 2m

(fCW  A258996)(2m+1+2k) = fCW(A258996(2m+1 + 2k)) =  
= fCW(2 · A258996(2m+1 – 1 – k)) = fCW(A258996(2m+1 – 1 – k)) / 
= (fCW(A258996(2m+1 – 1 – k)) + 1) =  
= 1 / (1 + 1/((fCW  A258996)(2m+1 – 1 – k)))

(fCW  A258996)(2m+1 + 2k + 1) = fCW(A258996(2m+1 + 2k + 1)) =  
= fCW(2 · A258996(2m+1 – 1 – k) + 1) = (fCW  A258996)(2m+1 – 1 – k) + 1 =  
= (fCW  A258996)(2m+1 – 1 – k) + 1 = 1 + 1/((fCW  A258996)(2m+1 – 1 – k))

Zatiki bat da 1/(fCW  A258996) (2m+1 – 1 – k), beste baten alderantzizkoa.
Kontuan hartuz 2.1.2 definizioa, ikusten da (fCW   A258996) sistema 

fDRIB bera dela, 1/(fCW  A258996)(2m+1 – 1 – k) eta fDRIB(2m + k) zatikiak 
berdintzat hartuta.

Beraz, fCW  A258996 = fDRIB.
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Bestalde, fDRIB  A258996 = fCW, inboluzio bat baita A258996 (3.7 pro-
posizioa). 

3.10 proposizioa: fBIRD = fCW  A258996  π
Froga: 2.17 proposizioaren arabera fBIRD = fDRIB  π. 

4.  Ondorioak eta ikertzeko bideak

ℚ+-en sei zenbakitze-sistema ezagun aurkeztu eta gero, errepikapen-
formula antzekoetara ekarri dira. Formulazioaren testuinguruan bi sistema 
berri definitu izan dira. Horrela bi sail osatu dira, sail bakoitza lau sistemaz 
osatuta: hiru sistema ezagun eta sistema berri bat.

Bi sailak lotuta daude permutazio baten bitartez: π, bit-iraulizko per-
mutazioa.

Bi saileko zenbakitze-sistema guztiak Sternen segida muinean duen 
fCW sistemaren eta ℕ-ren 2m-blokeko permutazio bereizgarri baten bitartez 
adieraz daitezke.

Sternen segidan oinarritutako ℚ+-en zenbakitze-sistemen multzoa ez da 
agortzen zortzi sistema horiekin. Alde batera utzita alderantzizko zatikie-
kin (izendatzaile / zenbakitzaile) osatzen diren zortzi sistema baliokideak, 
badira hainbat sistema.

Zortzi sistemen hasierak (20- eta 21-blokeak) berberak dira (modu be-
rean ordenatuta: 1/1  –  1/2  –  2/1). Beren arteko aldeak 22-blokean hasten 
dira, eta lau zatikien ({1/3, 2/3, 3/2, 3/1}, ikus 5.  irudia) ordenan dautza. 
Guztira 24 permutazio dira, baina zatiki bakoitzaren alderantzizkoa ber-
takoa denez, 12 dira. Aurkeztutakoak horietako 8 dira; 4 falta dira beraz. 
(ikusi 3. taula).

(m = 2)-ri dagozkion lau gelaxka horiek (?, izenik ez dute) sistema be-
rriak iradokitzen dituzte.

Lau gelaxka horietatik goi-ezkerrekoari erreparatuta, hauxe izan dai-
teke ℚ+-en zenbakitze-sistema baten hasiera bat:

1    1 2    1 3 3 2    1 3 4 5 4 5 3 2    1 3 4 5 5 8 7 7 5 8 7 7 4 5 3 2 ... 
1    2 1    3 2 1 3    4 5 3 2 1 3 4 5    5 8 7 7 4 5 3 2 1 3 4 5 5 8 7 7 ...

Are gehiago, Sail-1 eta Sail-2-en barruan erabili diren eraldaketak lau 
sistema definitzeko (z*-i*, i*-z*, z*-z* eta i*-i* konbinazioak), zenbakitze-
sistema honi aplikatuz gero, sail berri bat osatzen da, Sail-3. Bideo hone-
tan ([32]) agertzen ditut ustez sail horri dagozkion lau zenbakitze-sistemak. 
Sail-3-ren eraikitze-ezaugarria (grafikoki) Sail-1 eta Sail-2-en ezaugarrien 



270	 Ekaia,  2023, 43,  247-272

Yosu Yurramendi Mendizabal

erdibideko bat da, nolabait esateko. Interesgarria iruditzen zait halako sis-
tema-sail baten propietateak ikertzea.

ℚ+-en zenbakitze-sistemak direla frogatzeko nahikoa izango litzateke 
fCW-rekiko 2m-blokekako permutazio bana aurkitzea. Sistemak balira, be-
ren bit-irauliak (π) ere sistemak izango lirateke, eta beren hasierak (2m-blo-
keak, m ≤ 2) Sail-3-ko sistema baten hasierakoak; azken finean beste siste-
ma-sail bat.

3. taula.  ℚ+-en zenbakitze-sistemak, m = 2 blokearen konbinazio posibleen arabera.

1323 2313 1233 2133 1332 2331

3231
1323 
3231 

Calkin-Wilf

2313 
3231 

Berria-1

1323 
3132 

Yu-Ting

2313 
3132 
Drib

3321
1233 
3321 

Stern-Brocot

2133 
3321 

Berria-2

3312
1233 
3312 
HCS

2133 
3312 
Bird

3213
1332 
3213 

?

2331 
3213 

?

3123
1332 
3123 

?

2331 
3123 

?

Beste bide bat izan liteke sistema berriak eraikitzeko definitutakoen 
2m-bloke berberak dituen (m ≤ 2), baina 23-blokeko zatikiak ordena ez-
berdinak dituen sistemak aztertzea. Esaterako, fCW   A122155 sistemak  
Sail-1-eko fYT-ren hasiera bera du (m ≤ 2), fCW   A122155   π Sail-2-ko 
fHCS-ren hasiera, eta fCW  A006068 Sail-3-ko goi-ezkerrekoaren (3.  taula) 
hasiera (m ≤ 2). Pluraltasun hauek aztertzea ere interesgarria iruditzen zait.

Ikertzeko beste bide bat hurrengoa izango litzateke. ℚ+-en zenbakitze-sis-
tema bakoitzean, ℚ+ eta ℕ-ren arteko bijekzio bat izatea baino urrunago doa 
bijekzioaren beraren izaera zehazten duen prozedura edo algoritmoa. Hau da:

—	Zatiki laburtezin bat emanez gero, argitu zein den bere kokalekua.
—	Kokaleku bat emanez gero, argitu zein den dagokion zatiki laburtezina.
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Sistema bakoitzerako algoritmo bat baino gehiago izan daitekeenez, 
erronka bat izan daiteke ahalik eta azkarrena bilatzea. Algoritmo azkarrak 
aurki daitezke zortzi zenbakitze-sistemak adierazteko nahikoak diren s, ∈, 
π, A258996, eta A231551 segiden OEIS-eko webguneetan, eta idazlan ho-
nen egilearenean ([8]). Beste idazlan baterako utzi dut gai interesgarri hau.
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