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LAPURBENA: Artikulu honetan homogeneizazio asintotikoaren teoria matematikoa
aurkeztea dugu helburu. Homogeneizazioa, koefiziente oszilakor bizkorreko ekuazio
diferentzialak aztertzeko metodo bat dena, material konposatu baten egitura mikrosko-
pikoa kontuan izanik haren propietate makroskopikoak deskribatzean datza. Hemen,
jakintza arlo horren oinarrizko emaitzak aurkeztuko ditugu. Halaber, gorputz ez-homo-
geneo baten zeharreko beroaren fluxua modelizatzen duen ekuazio baten soluzio ahu-
len portaera aztertuko dugu, artikuluan zehar garatuko ditugun emaitza teorikoen bi-
dez.
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1. SARRERA

Kontsidera dezagun gelaxka moduko Q = [0, L] tartea okupatzen duen
gorputza, eta demagun y funtzioak gorputzaren zeharreko beroaren eroan-
kortasuna deskribatzen duela. Gorputza homogeneoa edo heterogeneoa
izan daiteke. Homogeneoa izateak esan nahi du gorputza osatzen duten
osagaien izaera edo propietate berdintsuak direla. Heterogeneoa izateak
esan nahi du gorputza osatzen duten osagaiek izaera ezberdina dutela. Adi-
bide bana ematearren, brontzea eztainuarekin eta kobrearekin eratutako
substantzia homogeneo bat da (halako substantziei aleazio deitzen zaie),
baina ura eta olioa nahasterakoan eratzen den substantzia heterogeneoa da.

Gorputza homogeneoa bada, orduan, y jarraitua izango da gorputz
osoan zehar. Gorputza heterogeneoa bada, ordea, beroaren eroankortasu-
nak jauziak izan ditzake gorputzaren osagai desberdinen artean. Hortaz,
y ez da zertan jarraitua izan, jauzi bat egin dezakeelako osagai desberdinak
banatzen dituzten eremuen artean. Bestalde, gorputzaren izaera heteroge-
neoa izan arren, gerta daiteke gorputzaren barruan egitura jakin baten ko-
pia ugari topatzea, bata bestearen ostean uniformeki kokatuta. Azken kasu
horretan, gorputzaren baitan egitura homogeneo bat existitzen dela esango
dugu.

Problema nahi adina osagairekin plantea daiteke, baina, gauzak erraz-
tearren, gorputz heterogeneoa bi osagaiek osatzen dutela besterik ez dugu
suposatuko. Osagai bakoitzak okupatzen duen eskualdearen ezaugarriak
edonolakoak izan daitezke, baina, problema sinplifikatzeko, egitura zehatz
bat finkatuko dugu. Horretarako, osagai bakoitzarentzat I, = (0, ¢) eta
I, = (0, 1 — ¢) moduko tarteak definituz, 0 < £ <1 izanik, eta N > 1 behar
bezain handia hartuz, /; eta [, tarteen N kopia bata bestearen ondoan koka-
tuz, Q tartea Q, eta €, honako azpieremu hauetan banatuta geratuko da:

N-1
. ko, k+(
Ql.=U(ﬁL’ N lL)

k=0

cta

N-1
. k+0,  k+1
Q, =ka( ¥ L,—N L).

Ondorioz, Q = Q; U Q, beteko da eta nahasketa homogeneo bat lor-
tuko dugu. Esaterako, Q = [0, 1] bezalako ontzia betetzeko N = 100
hodi ~ % 80 urez eta ~ % 20 olioz betetzea nahi izango bagenu, /, = (0, 0.8)
eta [, = (0, 0.2) hautatuko genituzke. Ondoren, /,/N = (0, 0.008) eta
I,/N = (0, 0.002) hodietako osagaiak bata bestearen ostean isuriko geni-
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tuzke ontzian, eta modu horretan bi osagaien arteko nahasketa homogeneo
bat lortuko genuke.

Demagun, kasu orokorrera itzuliz, Q; azpieremua okupatzen duen osa-
gaiaren eroankortasun termikoak y, balio duela, eta Q, azpieremua okupa-
tzen duenarenak y, balio duela. Orduan, x € Q puntu bateko tenperaturak,

u(x), eta puntu horretako beroaren fluxuak, g(x):= V(X)d—z adierazpenaren

bidez definitutakoak, honako berdintza hauek betetzen dituzte:

d
w(x), xEQ, ql(x)=y1£, XEQ,

O . xeq; 1T e
e o ‘h(x):]’zd—xz, xEQy;

u, eta u, funtzioak u-ren murrizketak izanik Q, eta Q, azpieremuetara, hu-
rrenez hurren. Problemaren esanahi fisikoa zentzuduna izateko egiten diren
aieru fisikoak dira u tenperaturaren eta g beroaren fluxuaren jarraitutasuna
bi osagaien arteko interfazeetan. Horrela, u-k honako problema honen so-
luzioa da:

d du
‘a(ﬂ")a)=f(x)’ *E(.L),

u(0)=u(L)=0.

Orokorrean, u-ren deribatua ez da jarraitua, eta g ez da zertan deriba-
garria izan ohiko zentzuan. Horregatik, deribatu ahularen kontzeptua sartu
beharko dugu jokoan. Definizio horrek beroaren fluxuaren problemaren-
tzako H funtzioen espazio bat definitzen lagunduko digu, H' klaseko Sobo-
lev-en espazioak, alegia.

Demagun gorputzaren heterogeneotasunak oso txikiak direla L-ren ta-
mainarekin alderatuz, eta uniformeki banatuta daudela. Matematikaren
ikuspuntutik behatuta, banaketa hori periodikoa dela suposatzen badugu,
haren periodikotasun hori ¢ parametro txiki baten bidez adieraz daiteke,
egitura-osagaien banaketa-egituraren kopia ugari bata bestearen ostean ipi-
niz. Ondorioz, y koefizientea e-en menpekoa izango da, y,(x) := y(x/¢) adie-
razpenak definitutako moduan, eta beroaren fluxuaren problema formula-
zio honekin ordezkatu ahal izango dugu:

Aurkitu u, € H funtzioa, non

L du, dv , L
Sy renZede= [ fovnds, YrEH.
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Heterogeneotasunak geroz eta txikiagoak egiten baditugu, gorputza ho-
mogeneizatzen ari garela esan daiteke, eta, ikuspuntu matematikotik beha-
tuz, horrek esan nahi du ¢ — 0" eramango dugula limitean. Soluzioen por-
taerari buruzko galdera hauek egin daitezke:

i) u, tenperatura konbergentea al da u, limite funtzio baterantz?

ii) Baiezkoan, u,-k mugaldeko problemaren bat ebazten al du?
iii) Orduan, limiteko problemaren koefizienteak konstanteak al dira?
iv) Azkenik, u, funtzioa u,-en hurbilpen ona al da?

Homogeneizazioaren teoriari esker, galdera horiek guztiak erantzungo
ditugu. Hemendik aurrera aurkeztuko ditugun emaitza gehienen frogape-
nak [2] liburuan agertzen direnetan oinarritzen dira, baina dimentsio baka-
rrerako eta Hilbert-en espazioen kasurako egokitu dira, ahalik eta ulerga-
rrienak izan daitezen. Artikulu hau irakurtzeko, ezinbestekoa da neurriaren
teoriaren oinarrizko kontzeptuak barneratuta izatea, [3] liburuan kontsulta
daitezkeenak.

2. KONBERGENTZIA AHULA ETA DERIBATU AHULA

Atal honetan, konbergentzia ahularen eta deribatu ahularen definizioak
emango ditugu, eta haien propietate esanguratsu batzuk aztertu. Lehenik
eta behin, Hilberten espazioen definizioa ekarriko dugu gogora.

1. definizioa. Izan bedi H espazio bektoriala, eta demagun bertan
(-,")y biderkadura eskalarra definituta dagoela. H Hilberten espazioa dela
esango dugu, baldin eta osoa bada (-,"); biderkadura eskalarrak induzitu-
tako normarekiko.

Izan bedi O C R multzo irekia. Riesz-Fischerren teoremagatik, L>(O)
Hilberten espazioa da. Konbergentzia ahula biderkadura eskalarrik gabeko
espazio normadun batean definitu nahi izango bagenu, aldez aurretik espa-
zio horren espazio dual topologikoa zer den definitu beharko genuke. No-
lanahi ere, Hilberten espazioen testuinguruan lan egingo dugunez gero,
Riesz-Frechet-en teoremari esker, H-ren biderkadura eskalarra baliatzen
duen definizio baliokide bat emango dugu. Hona hemen definizio horrek
dioena:

2. definizioa. Izan bitez x € H eta {x,},cy segidak H-n. {x,},cn se-
gida x-rantz ahulki konbergentea dela esango dugu, eta x, — x idatziko
dugu, baldin eta y € H elementu guztietarako, honako hau betetzen bada:

n—>00

(X )y =0 y)y, -
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Froga daiteke konbergentzia ahularen topologiarekin /' : H — R,
f(x) = (x, ¥)y moduko funtzio linealak jarraituak direla, y € H finkoa iza-
nik. Are gehiago, propietate hori betetzen duen topologiarik txikiena da.

3. proposizioa. [2, 1.12. proposizioa] Izan bedi {x,}, c y segida H-ren
norman konbergentea, haren limitea x € H izanik. Orduan, {x,}, < Segida
ahulki konbergentea da, eta, gainera, x,, — x dugu.

Froga erraz egiten daiteke biderkadura eskalarraren jarraitutasuna eta
Cauchy-Schwarz-en desberdintza erabiliz gero. Halere, ez da zaila egiaz-
tatzea bi nozio horiek ez direla baliokideak. Horretarako, kontsideratu
{sin(nx)}, ¢ y funtzio-segida L?(0, 27)-n. Riemann-Lebesgue-ren lemaga-
tik, sin(nx) — O betetzen da. Bestalde, {sm(nx)}n e n funtzio-segida ezin
daiteke konbergentea izan L*(0, 27)-ren norman; izan ere,

||Sin(nx)||ﬁ(o,2n) =Vx, VnEN. (1

Eman ditzagun konbergentzia ahularekin lotutako bi emaitza. Lehenen-
goak, Hilberten espazioetako bolen trinkotasun ahulari buruz hitz egiten
du; bigarrenak, segida ahulki konbergente baten eta norman konbergentea
den beste baten arteko biderkadura eskalarrari buruz.

4. teorema. [5, 5.2.1. teorema] Izan bedi {x,}, c y Segida bornatua H-n.
Orduan, x € H eta {x, } e v azpisegida existitzen dira, non x, — x den.
Bestalde, {x,}, c n-ren azpisegida guztiak ahulki konbergenteak badira x
elementu bererantz, orduan, x,, — x dugu.

5. proposizioa. /2, 1.19. proposizioa] Izan bitez {x,}, c n ahulki kon-
bergentea H-n eta {y,}, c n konbergentea H-ren norman, hau da, x, — x
eta y, — y. Orduan, {(x,, v,)u}, c n zenbaki errealen segida konbergentea
da, haren limitea honako hau izanik:

XYy 222 0Y)y -

Bi segidak ahulki konbergenteak izatea besterik ez badugu eskatzen,
orduan, proposizioaren ondorioz ez da zertan bete behar. Horretarako,
kontsidera dezagun berriz ere {sin(nx)}, c y funtzio-segida L*(0, 27)-n.
sin(nx) — 0 betetzen denez, limitean honako hau izan beharko genuke:

||sin(nx)| | 2 <sm(nx) s1n(nx)> 1225,

(0,2m) 2(0,2m)

baina horrek kontraesan batera garamatza (1) ekuazioarekin. Orduan, Hil-
berten espazio batean definitutako segida biren arteko biderkadura eskala-
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rraren konbergentzia ziurtatzeko, bi segidetako bat behintzat norman kon-
bergentea izan behar da.

Orain, deribatu klasikoaren nozioa orokortuko dugu integragarriak
diren funtzioentzat. Deribatu ahula definitzeko hainbat modu baliokide
daude, baina guk distribuzioen teorian oinarritutakoa emango dugu. Ha-
lere, ordezko definizio bat ezagutu nahi izanez gero, [1] erreferentzia kon-
tsulta daiteke.

6. definizioa. Izan bedi O C R multzo irekia eta
D)= {(p € C”(O): supp @ trinkoa da O—n},

non ¢-ren euskarria honela definitzen den:

supp@ :={x €O : p(x)=0}.

D(O)-ren funtzioei test funtzio deritze.

7. definizioa. Izan bitez {¢,}, < funtzio-segida D(O)-n eta ¢ € D(O).
{9,}, e n funtzio-segida ¢-rantz konbergentea dela esango dugu, eta
¢, — ¢ D(O)-n idatziko dugu, baldin eta honako bi baldintza hauek bete-
tzen badira:

1) Existitzen da K C O multzo trinkoa, non supp ¢, C K den n € N
guztietarako.
il) 0"p, — 0"p uniformeki O-n, m € N U {0} guztietarako; hau da,

4P A"

n—00 0
x€0 ‘ dx™  dx" ‘

8. definizioa. Izan bedi 7' : D(O) — R. T distribuzioa dela esango
dugu, baldin eta

i) Tlineala bada; hau da, 4,, 1, € R eta ¢,, 9, € D(O) guztictarako,
T (M@ + 4,9,) = MT (@) + ,T ().
i) T-k segiden bidezko jarraitutasuna errespetatzen badu, hau da,
¢, == DO)n=T(p,) ==T ().
D'(O)-ren bidez adieraziko dugu aurrerantzean distribuzioen espazioa.

16 Ekaia, 2025,48, 11-29
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9. oharra. Izan bedi fintegragarria O-ren azpimultzo ireki eta borna-
tuetan. Definitu

T;:D(O) =R, Ti(¢)= [ SO @(x)dx.

Orduan, 8. definiziotik eta Holder-ren desberdintzatik erraz ikusten da
T, distribuzioa dela.

10. definizioa. Izan bitez ¢ € D(O) test-funtzioa eta T € D'(O) dis-
tribuzioa. T-ren deribatua ahula, dT/dx idatziko duguna, ohiko deribatua
adierazten den moduan, honako adierazpen honen bidez dago emana:

ar .- _r(d®
dx((p)'_ T(dx)'

Distribuzioen kontzeptua definitzeko arrazoia da deribazioa orokortzea
ahalbidetzen duela. 9. oharra eta 10. definizioa, eta zatikazko integrazioa
erabiliz, f € C'(O) eta f|,» = 0 badira, orduan,

ar,

“r_r
dx %

dugu. Kalkula dezagun x, = 0-n etengunea duen funtzio baten deribatu
ahula.

11. adibidea. H Heaviside funtzioa modu honetan definitzen da:

1, x=0,

FUx) =iy (4) = { 0. x<0.

‘H-ren ohiko deribatua ondo definituta dago, eta nulua da baldin eta
soilik x # 0 denean. Hortaz, bere deribatua nulua da ia nonahi R-n, eta, gai-
nera, H integragarria denez [0, +oo)-ren azpimultzo ireki eta bornatuetan,
T;, distribuzioarekin identifika daiteke. Orduan,

[ dg 4 (749 4. _
P fRH(x) It dx = fo I dx=¢0), Ve DR).
dTH

o ri x, =0 puntuan zentratutako Diracen delta deritzo.
X
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12. definizioa. Izan bedi O C R multzo irekia.

H'(0):= {u eL*(0)

du 2
™ er ((’))}.

Froga daiteke H'(QO) Hilberten espazioa dela honako biderkadura eska-
lar honekin:

du d
<M’V>H'((’)) = <u,v>Lz(0) +<—” ,—V> }
dx dx/ o)

Orokorrean, fenomeno fisikoak deskribatzen dituzten deribatu partzia-
letako ekuazioetan, aldagai espazialak multzo bornatu batean hartzen ditu
haren balioak. Gure kasuan, beroaren fluxuarena problema dimentsio ba-
tean planteatu dugunez gero, hemendik aurrera [0, L] tarte itxi eta bor-
natu batean definitutako H'(0, L) moduko Soboleven espazioak besterik
ez ditugu kontsideratuko. H'(0, L)-n, 5. atalean erabiliko dugun murgilketa
trinko hau dugu:

13. teorema. /2, 3.2. atala, 3.23. teorema (iii)] Izan bedi {u,},,cn
funtzio-segida bornatua H'(0, L)-n. Orduan, {u,},cy funtzio-segidak azpi-
segida konbergenteren bat du C° (0, L)-n. Bereziki, azpisegida konbergen-
teren bat du L*(0, L)-n.

Atal honekin amaitzeko, definizio pare bat eta emaitza bat emango di-
tugu. Lehenik, aldagai bakarreko funtzioen periodikotasuna gogoratuko
dugu; bigarrenik, funtzio baten batezbesteko balioa definituko dugu tarte
bornatu batean, eta, hirugarrenik, Poincaré-Wirtinger-ren desberdintza aur-
keztuko dugu.

14. definizioa. Izan bedi Q = (0, ) C R, non ¢ > 0 finkatutako kons-
tantea den. Demagun f funtzio neurgarria ia nonahi definituta dagoela R-n.
ffuntzioa {-periodikoa edo {-periododuna dela esango dugu, baldin eta

f(x+ k€) =f(x) ia nonahi, k € Z guztietarako.

Bestalde, ¢-1i periodo deritzo.

15. definizioa. [Izan bitez I tarte bornatua eta f € L'(I).

My(f) = ﬁ [ @,

18 Ekaia, 2025,48, 11-29
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16. proposizioa. [2,3.38. proposizioa] Izan bedi u € H' (0, £). Or-
duan,

du

H”—M(o,/)(u) a

1%(0,0) = ’ .
” 1%(0,0)

3. FUNTZIO PERIODIKO OSZILAKORREN LIMITE AHULA

Atal honetan, f.(x) = f(x/¢) bezalako funtzio periodiko oszilakorren
propietateak aztertuko ditugu, funtzio horiek baitira etengabe azaltzen di-
renak homogeneizazioaren teorian. Aurrerantzean erabiliko dugun nota-
zioa argitzearren, /-ren bidez adieraziko ditugu R-ren tarte bornatuak, eta
¢ > 0 parametroak limitean zerorantz konbergentea den segida bat izango
da. Ohartu, ¢ parametroak geroz eta balio txikiagoak hartzen dituen hei-
nean, funtzioaren oszilazioak hainbat eta lasterragoak izango direla. Or-
duan, egoera honen aurrean egin dezakegun galdera bat da ea zein den
{f.} ~0 motako funtzio-segiden portaera ¢ — 0" eramaten dugunean.

17.lema. /2, 1.46. proposizioa] Izan bedi {f.} -, funtzio-segida L*(I)-n.

Orduan, honako bi enuntziatu hauek baliokideak dira:
(i) f. — fahulki L*(I)-n.
(@) { .} so0 uniformeki bornatua da L*(I)-n,
(ii)y eta
(b) fj f(x)dx—=0— fj f(x)dx,J C I azpitarte guztietarako.

18. adibidea. Izanbediu: /=0, 2z] - R, u(x)=sin x.

Defini dezagun ¢ > 0 guztietarako {u,},., funtzioen familia, honako
modu honetan:

u,(x)= u(%) = sin(%), VYx€[0,27].

Argi dago {u,}., funtzio-segida uniformeki bornatuta dagoela. Gai-
nera, honako hau betetzen da J = (a, b) C [0, 2x] moduko azpitarte baten
gaineko u,-en integralarekin ¢ — 0* limitera eramaten dugunean:

(P (X)) e (b ma) (bHa) 0t
fjug(x)dx—fa sm(g)dx—Zesm( P )sm( e ) O—fJde.

https://doi.org/10.1387/ekaia.25135 19
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Hortaz, 17. lemaren bi baldintzak betetzen dira, eta {u,} ., ahulki kon-
bergentea da zerorantz L*(0, 27)-n. Halere, azpimarratzekoa da {u,},., fun-
tzio-segida ez dela L?(0, 27)-ren norman konbergentea; izan ere,

2 2z . ox d ZTH c 2 d
||M5||L2(0,2ﬂ)=f0 Sin c x=€f0 siydy

2
e &
= Efog (1 - cos(2y))dy
—-£n (4_ﬂ)
4 £
dugu. Ondorioz, limitean honako hau gertatuko da:

=0 [z =0.

| |“€| |L2 0,27

Gainera, frogatu daiteke ¢ > 0 parametroak {1/2"},cy segidaren balioak
hartzen baditu, orduan, limitera ¢ — 0" eramaten dugunean, {u,} ., funtzio-
segida ezin daitekeela konbergentea izan ia inon [0, 27] tartean.

Horretarako, absurdora eramanez, suposa daiteke haren limite pun-
tuala, u,, existitu egiten dela. Ohartu u, limitea, existitzekotan, konbergen-
tzia menperatuaren teoremagatik, nulua izango dela, hori delako {u,},.,-ren
limite ahula. Orain, konbergentzia monotonoaren teorema aplikatuz, eta
kontuan izanik /s = {x € I : Ve > 0, |u(x)| < d}-ren neurria bornatuta da-
goela J > 0 guztietarako, kontraesan bat lortzen da.

Honako teorema honek funtzio periodiko oszilakorren limitea zehazten
du.

19. teorema. [2,2.6. teorema] Izan bedi f funtzioa (-periodikoa, non
f€ LX0, £) den. Definitu

fe=£(2)

Orduan,

ﬁ - M(O, [)(f) ahulki L2(V)—n,

V' C R multzo ireki eta bornatu guztietarako.
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Froga. 1.urratsa: normaren bornea lortu.

Izan bedi ¥ C R multzo irekia eta bornatua. Frogatuko dugu {f.} ., se-
gida uniformeki bornatua dela L?(V)-n. Horretarako, / = (a, b) moduko
edozein tarte kontsideratuz, K > 0 konstantea aurkituko dugu, e-en inde-
pendentea izanik, non ||f¢[|;2,» < K. Orokortasunik galdu gabe, dema-
gun Q = (0, {) tartearen traslazioren bat /-ren parte dela. Ohartu Q-ren
N, traslazio aurkitu daitezkeela, beren artean binaka disjuntuak izanik, non
€0, Cldenk€ {1,2,...,N,} guztietarako, eta O-ren beste traslazio dis-
juntu pare bat aurkitu daitekeela, O, eta O,, non a € ¢Q, eta b € £Q,. Or-
duan, honako partekotasun hau dugu (ikusi 1. irudia):

N,
ICsQaUEQbU[U,SQk], (2)
k=l

1. irudia. [ tartearen estaldura.

Hemen, Q ikurrarekin Q-ren itxitura topologikoa adierazi nahi
da. Ohartu, ¢ > 0 guztietarako b — a = ¢fN, + J, idatz dezakegula,
0 <9, < &l izanik. Orduan, honako hau izango dugu limitea hartzerakoan:

eN e—0" b-a
e T——.

(€)

Hortaz, f~ren periodikotasuna kontuan izanik, ¢ behar bezain txikia bal-
din bada,

N,
1A Lo G dvs [ el dee 3 [ 1100f d
k=1
=N A [ de=eV, +2) | fi)f dx

b
5( £a+l)||f||L2(Q) =K.

Hemen, azken desberdintzako goi-bornea (3)-ri esker lortu dugu.

Ondorioz, 4. teorema aplikatuz, {f.},., azpisegida existitzen da, non

for — fo den.
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2. urratsa: limite ahula identifikatu.

Orain, {f.}., funtzio-segidaren limite ahula f~ren batezbesteko balioa
O-n dela frogatuko dugu hau da, fy = M(f) betetzen dela. Horretarako,
17. lemari esker, aski izango da honako hau frogatzea:

d + d
fc fo(x)dx =2 fC My (f)dx,
J = (¢, d) C V guztietarako. (2) partekotasuna kontuan hartzen badugu
d ‘
J fi@dx=eN, [ fdes [ foodes [ fGod.
Gainera, (3)-ren bidez honako bi emaitza hauek lortuko ditugu:

N, [ f)dx ==L [ poyde= [ Mp(fd,
eta

UﬁQﬁJff(x)dx+feQbmff(x)dx‘5 2‘f;4ﬁ(X)dx‘= 25‘f(ff(X)dx =0

Hortaz, f, = M(f) berdintza lortzen dugu. Amaitzeko, 4. teorema
beste behin aplikatuz, {f.}.., jatorrizko funtzio-segida f-ren batezbes-
teko baliorantz ahulki konbergentea dela ondorioztatuko dugu, hau da

Izan bitez {u,} ., eta {v,} ., segida ahulki konbergenteak H-n, beren li-
mite ahulak ¥ € H eta v € H izanik, hurrenez hurren. Orduan, aurreko teo-
remaren ondorioz, gerta daiteke (u,, v,) - (u, v) izatea. Jadanik azaldu
zaigu halako adibideren bat 2. atalean {sin(nx)},cy funtzio-segidarekin,
hain zuzen ere. Eman dezagun konbergentzia eza hori erakusten duen beste
adibide bat. Izan bitez u, v € L*(0, £)-n funtzioak £-periodikoak.

u,(x) —u( )etav (x) —v(x)
£ £

Orduan, 19. teoremari esker, }C R multzo ireki eta bornatu guztietarako,
uv, — M n(uv) ahulki L*(V)-n.
Aurrekoa /= 1 funtzio konstantearekin bidertzerakoan aplikatuz,

(ug,vE)Lz(M) =fvu£(x)v£(x)dx L f M.y (uv)dx.

22 Ekaia, 2025, 48, 11-29



Homogeneizazio asintotikoa
eta haren aplikazioak ekuazio diferentzialen analisian

Bestaldetik, 19. teoremaren arabera, limitean honako hau lortu beharko
genuke:

—0*
<”’V>L2<o,f,) . >fVM(0,()(u)M(O,€)(V)dxa

baina u(x) = sin (2zx/{) eta v(x) = sin (2zx/€) hartuz, ikus daiteke honako
hau betetzen dela:

M(o,f)(u") # M(o,z)(u)M(o,f)(V)-

Hortaz, biderketa eta homogeneizazioa ez dira trukakorrak.

4. MATERIAL KONPOSATU PERIODIKOAK

Jarraian, beroaren fluxua lantzeko marko teorikoa aurkeztuko dugu.
Ondoren, deribatu partzialetako ekuazioen bidez modeliza daitezkeen beste
problema fisiko batzuren aipamena egingo dugu. Izan bedi y € L*(R), zei-
netarako existitzen baitira o eta f konstante errealak, honako desberdintza
hau betetzen dutenak:

0 < a < y(x) < f <o ia nonahi.

Definitu honako funtzio-segida ¢ > 0 guztietarako:

—y[X
Ve(x) = J’(S)
eta honako eragile hauen familia:

=4l 0L
"46 = dX(yg(X)dx)'

Homogeneizazioaren teoriari esker, deribatu partzialetako hainbat
problemaren joera azter daiteke ¢ — 0* eramaten dugunean. Esaterako,
Q =0, L] bezalako tarte itxi eta bornatu batean definitutako A,u, = f erako
problemak azter daitezke, non u,(0) = u,(L) = 0 den. Ekuazio horiek berebi-
ziko garrantzia dute errealitate fisikoaren fenomeno termikoak, elektrikoak
edota akustikoak deskribatzeko. Problema horiek material heterogeneoen
kasurako lantzen ditugunean, ¢ parametroak materialaren heterogeneota-
sun-maila deskribatzen duela esan genezake. Horrelako problema esangu-
ratsu bat da Dirichlet-en problema deritzoguna:

Au,(x)=f(x), x€(0,L),
1, (0)=u,(L)=0.
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Dirichleten problemen harira, interesgarria da halako problemen bidez
modeliza daitezkeen problema klasiko batzuk aipatzea. Sarreran aurkeztu-
tako problema gogora ekarriz, honela deskriba daiteke gorputz orokor ba-
ten zeharreko beroaren fluxua:

d du) _
—E(Y(x)a>—f(x), *E(.L),

u(0)=u(L) =0.

Q eremua sarreran deskribatutako €, eta €, azpieremuetan banatuta
dagoela suposatzen badugu, eta y.-ek gorputz heterogeneoaren zeharreko
eroankortasun termikoa adierazten badu, orduan, u, problema honen solu-
zioa izango da:

d du, ) i
—E(w) dx)—f(x), (0.L)n,

us(0)=u,(L)=0.

Problema hori Dirichleten problema heterogeneo bat da, non ye koefi-
zienteak oszilazio geroz eta lasterragoak dituen. Horrela, ¢ — 0" atal honen
hasieran aurkeztu dugun Dirichleten problema homogeneo berbera lortuko
dugu.

& — 0" limitera eramaterakoan, gure sistema homogeneizatzen ari dela
esan daiteke. Koefiziente oszilakor bizkorreko sistema batetik sistema ho-
mogeneizatu batera pasatu nahi izatearen arrazoia da, u, soluzio homoge-
neizatua ezagutzen badugu, u, soluzioaren hurbilpen ona egin daitekeela.
Beroaren fluxuaren problemaz beste, homogeneizazioa baliagarria da beste
hainbat problema fisiko deskribatzeko. Hemen, aurrez definitutako y, koe-
fizienteak materialaren bestelako propietateak deskriba ditzake. Hona he-
men adibide esanguratsu pare bat.

20. adibidea. Fenomeno elektrikoen kasuan, u-k potentzial elektrosta-
tikoa, f-k karga elektrikoaren banaketa eta y-k eroankortasun elektrikoa des-
kribatzen dute, hurrenez hurren. Deskribatu nahi dugun fenomenoa denboran
zehar aldatzen bada, beroaren ekuazioa deritzogun sistema lortzen dugu:

0, U, _-Asus =fs’ (O,L)x(O,T)—n,
MS(O,') = ME(L") = 0’ (O,T)-Il,

u,(-,0)= ug, (0,L)n,
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non u? tenperaturaren hasierako egoera den. Hemen, ¢ — 0* eramaten du-
gunean limitean, tenperaturaren hasierako egoera eta sistemaren eroankor-
tasun propietateak ari gara homogeneizatzen aldi berean.

Uhinen hedapena deskribatzeko material konposatu batean, aurreko
adibideko notazio bera jarraituz, materialaren zeharreko u, uhinaren heda-
pena deskribatzen duen funtzioa bada, honela definitzen da uhinaren ekua-
zioa deritzogun sistema:

anug_Asus =f5’ (0,L)x(0,T ),
ME(O,')=M5(L,')=0, (O,T)-Il,

u,(,0)=u’,d,u,(-,0)=v", (0,L)n,

non f, iturburuko terminoa eta u? eta v? hasierako datuak diren. Beroa-
ren ekuazioaren nahiz uhinaren ekuazioaren inguruan sakondu nahi izanez
gero, [2] liburuko hamaikagarren eta hamabigarren kapituluak kontsulta
daitezke, hurrenez hurren.

5. BEROAREN FLUXUAREN EKUAZIOAREN
HOMOGENEIZAZIOA

Azken atal honetan, beroaren fluxuaren problema homogeneoaren por-
taera asintotikoa aztertzea izango dugu helburu ¢ — 0* eramaten dugunean.
Problema hori aztertu zuen lehena Spagnolo izan zen 1967. urtean. Haren
artikulua kontsultatu nahi izanez gero, [4] erreferentzian egin daiteke. Ar-
tikulu honetako teorema nagusietan aurkeztu baino lehen, lema tekniko bat
enuntziatuko dugu, erraz froga daitekeena konbergentzia ahulari buruz iku-
sitako emaitzak kontuan hartuz.

21. lema. [zan bitez {u,} o eta {v,} o funtzio-segida bornatuak
L*(0, L) N L™(0, L) espazioan. Demagun {u,} -, ahulki konbergentea dela
L0, L)-n eta {v,} ¢ konbergentea dela L*(0, L)-ren norman. Orduan,

u.v,

Ve — UV,

Izan bedi L > 0 gelaxkaren luzera, eta kontsidera dezagun honako pro-
blema hau:

d du,\
oMo f, xe0.L),

1, (0)=u,(L)=0.

“4)
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Demagun y funtzioa ¢-periodikoa eta ia nonahi bornatua dela, honako

desberdintza hau izanik:

0 <a < p(x) < f < ia nonahi R-n, (5)

o eta f konstante erreal batzuentzat, 4. atalaren hasieran suposatu dugun
moduan.

22. teorema. [2, 5.5. teorema] Izan bitez {y,} ., (4) problemaren so-

luzioa eta ' € L*(0, L). Orduan, u, — uy dugu H'(0, L)-n, non u, funtzioa
honako problema honen soluzio bat eta bakarra den H'(0, L)-n.

26

SN R — U
dx M(o’/)(l/'}/) dx

1o (0) =1y (L) =0.

) =f(x), x€(0,L),
(6)

Froga. 1. urratsa: limite ahularen existentzia.

Hasteko, 16. proposizioari esker, honako estimazio hau lortuko dugu:

L
||”8||H‘(0,L) = a”f“Lz(O,L) : (M
Orduan, (7) desberdintza eta 4. teorema aplikatuz,

u, — vy, L*(0,L)-n,
du, _ dvy

78 N

dx dx

8
, L[*(0,L)n. ®

2. urratsa: trinkotasun ahula erabili.

d .
du; . Orduan, bistan dago honako hau betetzen dela:

Izan bedi &, =7,

_d&,

dx =f(x)9(0’L)_n' (9)

Orduan, (5) eta (7) kontuan hartzen baditugu, ez da zaila ikustea
100 5 2 L1
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dela. Beraz, 4. teorema aplikatzen badugu, honako hau lortuko dugu:
& — & ahulki L%(0, L)-n.

Gainera, distribuzioen zentzuko deribatuaren definiziotik erraz ikus
daiteke

Cfo = f(x)dela (0,L)-n. (10)

X

Bestalde, (9) ekuaziotik eta &.-ren aurreko estimaziotik honako hau
ikus daiteke:

d
||§5||H'(0.L) =||§£||L2(0.L)+H%

<[ BLat|l 1l

I2(0,L)

Hortaz, {&.},., bornatuta dago H'(0, L)-n, eta, 13. teorema aplikatzen
badugu, ¢, trinkoa da H'(0, L)-n. Ondorioz, {¢,} ., funtzio-segidaren azpi-
segida bat existitzen da, berriz ere {£,},., idatziko duguna, non

¢ — & norman L*(0, L)-n. (11)

3. urratsa: v,-ren eta &-ren arteko erlazioa zehaztu.

Definizioz, honako berdintza hau dugu:

du, _&,(x)
dx  y.(x)’

Ohartu (5) hipotesiengatik 1/, bornatuta dagoela L*(0, L)-n; izan ere,

Orduan, (8) eta (11) baldintzak, 19. teorema eta 21. lema aplikatuz,

du, 1
I - 'EOM(O,é‘) (;)

Azkenik, (10) ekuaziotik v, funtzioa (6) problema homogeneizatuaren
soluzioa dela ondorioztatzen dugu. Are gehiago, M, (1/y) # 0 dugunez,
v, problema horren soluzio bakarra da. Hortaz, 4. teorema berriz aplikatuz,
u, — uy dugu H}(0, L)-n, teoremaren froga amaituz. OJ
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22. teoremak sarreran planteatutako (i),(ii) eta (iii) galderei erantzuna
ematen die, eta, beraz, (iv) erantzutea besterik ez zaigu falta. Horretarako,
(4) problemaren mikro-oszilazioak deskribatuko ditugu x aldagai makros-
kopikoa, eta x/e aldagai mikroskopikoaren bidez. 1zan bedi

u.(x)=46, (x,f) + €0, (x,z) + 8202 (x,z) +...,
£ £ £

non 6, = 6,(x, y) funtzioa {-periodikoa den y-rekiko. Orduan, (iv) galdera
baliokideki plantea dezakegu modu honetan: zein estimazioa egin deza-

kegu u, funtzioa E:ios"en(x,x/s) moduko batura finitu batekin hurbiltzen

badugu? Honako teorema honek, mugalde-baldintzetako datuen erregular-
tasunaren inguruko baldintza jakin batzuen pean, N = 2 den kasurako erro-
rearen estimazio kuantitatibo bat emango du.

23. teorema. [2, 6.3. teorema] Izan bitez u,, aurrez definitu bezala,
(4) koefiziente oszilakorreko problemaren soluzioa, f € C*(0, L) eta 6,,
0, funtzioak honako bi problema hauen soluzioak, hurrenez hurren:

( (x )dgl) -4, ©0.0)-n,

0, funtzioa ! — periodikoa da,

f(fel(x)dx=o

eta

dez)_ ! | d@l o
oD )1 s ) G 0.0,

0, funtzioa { — periodikoa da,

f:@z(x)dx=0.

Orduan, honako bornaketa hau dugu u.-en bigarren ordenako hurbil-

ketarentzat:
du 2 d*u
{2
ME (I/l() + €& 1(8 dx ) dx

K konstantea e-en independentea izanik.

dK >0:

1
<Ke?,
H'(0,L)
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Azken teoremaren arabera, u, tenperatura bi eskala desberdinen menpe-
koa da, zeinak x eta x/e aldagaien bidez deskriba daitezkeen. Lehenengoak,
aldagai makroskopikoa deritzogunak, puntuaren kokapena deskribatzen
du Q-n; bigarrenak, aldagai mikroskopikoa deritzogunak, ordea, ¢ para-
metroak geroz eta balio txikiagoak hartzen dituen heinean, hainbat eta az-
karrago oszilatzen du, eta puntua Q, edo Q, azpieremuetan dagoen zehaz-
ten du. Gainera, emaitza interesgarri bat ematen digu zenbakizko metodoei
dagokienez; izan ere, teoremak eskaintzen digun estimazioaren arabera,
u, funtzioaren bidez, koefiziente oszilakorreko problema ebazten duen
u, soluzio fisikoaren hurbilpen egoki bat egin genezake.
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