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Abstract

In this article, a study is presented with the goal of contributing to provide an updated view on the
prevalence of thinking levels over different educational stages. On a sample of 437 students of
secondary school, high school and university, studying in different schools, distribution of levels and
their degree of acquisition are analysed according to educational stages. After the data were analysed,
these are compared with the results obtained nearly two decades ago by the only comparable study
of similar characteristics we have knowledge of. Despite the curriculum changes introduced over
that period, the evolution observed in the prevalence of the different levels among the students of the
analysed stages is, on the whole, modest although gradually progressive.
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Resumen

En este articulo se presenta un estudio que tiene como objetivo contribuir a ofrecer una panoramica ac-
tualizada sobre la prevalencia de los niveles de razonamiento geométrico a lo largo de diversas etapas
educativas. Participan en esta investigacion 437 estudiantes de ensefianza media, bachillerato y univer-
sidad de diferentes centros educativos, y en ella se analiza la distribucion de los niveles y su grado de
adquisicion en funcion de las etapas educativas. Tras analizar los resultados, éstos se relacionan con los
obtenidos hace casi dos décadas por el tltimo estudio comparable y de similares caracteristicas del que
se tiene conocimiento. A pesar de los cambios curriculares introducidos durante este periodo, la evolu-
cion que se aprecia en la prevalencia de los diferentes niveles entre los estudiantes de las etapas anali-
zadas es discreta, aunque muestra cierto progreso gradual.
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Introduction

There is a great deal of re-
search into numerous areas of the
learning and teaching of mathemat-
ics, such as mathematical perform-
ance (Miflano & Castejon, 2011;
Rosario et al., 2009) or learning
difficulties (Navarro, Aguilar,
Marchena, Ruiz, & Ramiro, 2011).
However, there is less research into
mathematical and, in particular, ge-
ometrical reasoning.

The Van Hiele model (Battista
2007; Van Hiele 1986) probably
constitutes the most important ref-
erence framework in the field of
research into geometry teaching.
Thanks to it, it has been possible
to model the process, by which
students acquire geometric con-
tents, and to characterize and ar-
range different forms of geometric
reasoning. As a result, new teach-
ing proposals have been drawn
up, which are more coherent and
adapted to the students’ levels, and
which have significantly sped up
the learning processes. Its influ-
ence is quiet evident in the Prin-
ciples and Standards for School
Mathematics (NCTM, 2000), a
set of guidelines produced by the
National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) of USA and
Canada. In that document, which
has de facto become a curricular
benchmark internationally recog-
nised, a methodology for geome-
try teaching focussing on the Van
Hiele levels (or thinking levels) is
proposed, according to which the

introduction of conceptual content
and the way students should solve
problems progress throughout the
years in accordance with the char-
acteristics of the Van Hiele levels
(Gutiérrez 2009).

One of the main characteris-
tics of the Van Hiele (VH) levels
is that they do not depend so much
on evolutionary development (bio-
logicist conception), but on the re-
ceived instruction (Fuys, Geddes
and Tischler, 1984): e.g. a pupil in
high school (aged 16-17) or an uni-
versity student could solve math-
ematical tasks by using the same
reasoning ways as a primary child
(aged 6-11) or a student in low sec-
ondary school (aged 12-13).

Nevertheless, for correct cur-
riculum organization and effective
design of educational interven-
tions, it is of particular relevance
to know, to the extent possible, the
real prevalence of the VH levels
in the different educational stages,
since students’ thinking level can
not always be identified directly in
the classroom and prior to teach-
ing.

The VH model was originally
conceived in the 1950s as a result
of two doctoral thesis by Pierre
Marie Van Hiele and Dina Van
Hiele-Geldof, respectively (Fuys
et al., 1984; Van Hiele, 1957).
Corberdn et al. (1994) summarize
some of its central ideas as fol-
lows:

— Different levels of perfection
can be distinguished in students’
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mathematical reasoning: the so
called thinking levels.

— A student will be able to under-
stand only these parts of mathe-
matics that are presented to him
according to his thinking level.

— A student can be helped to
progress to a higher thinking
level by appropriately guided
instruction.

The VH model consists of a de-
scriptive part and an instructional
part. According to the descriptive
part, several ways of mathemati-
cal thinking are identified: i.e. the
thinking levels. The reasoning ca-
pacity of any individual progresses
through these levels since he be-
gins to study a certain topic in ge-
ometry until he reaches the high-
est mastery level in that topic. The
instructional part provides teach-
ers and authors of textbooks with
guidelines for more effective de-
sign of educational interventions
aimed to help students to achieve
a higher thinking level more easily.
These guidelines are called “learn-
ing phases”. Educational activi-
ties, by which students can gain the
necessary experiences to progress
to a higher level are sequenced and
arranged according to these phases
(Van Hiele, 1999). This part of the
model has barely evolved since it
was first formulated in the 1950s.

Thinking levels are defined by
descriptors, or characteristics of
the reasoning ways students re-
veal, when they are asked to carry
out certain mathematical tasks. In

practice, four levels are considered
(there is a fifth one, but it is only
theoretically formulated), whose
descriptors relating to plane fig-
ures are summarized below (Cor-
berdn et al., 1994; Fuys, Geddes, &
Tischler, 1988; Van Hiele, 1957,
1987).

— In the first level, or visual level,
geometric figures are perceived
globally, on the basis of their
physical appearance, as units
lacking parts or properties. Clas-
sifications are partitional and
based on physical attributes.

— In the second level, or analysis
level, geometric figures are rec-
ognized as formed by parts and
having properties. Definitions
are non-minimal lists of nec-
essary properties. Students are
able to deduce and generalize
properties through experimen-
tation. Students are not able to
do class inclusion. They show a
lack of understanding of mathe-
matical proving.

— In the third level, or classifi-
cation level, students are able
to recognize, though often in-
formally, that some properties
are deduced from others. They
are likely to follow the steps in
a formal-logical reasoning, but
can not understand the struc-
ture of a proof. They are able to
classify inclusively and to use
definitions operatively.

— In the forth level, or level of for-
mal deduction, students can un-
derstand and carry out formal-
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logical reasoning. They also
understand the axiomatic struc-
ture of mathematics.

The existence of a level O prior
to the visual one has been sug-
gested by some authors (Battista,
2007; Clements, Swaminathan,
Hannibal, & Sarama, 1999). This
level, in principle more prevalent
in young children, would main-
tain some presence through pri-
mary school and even afterwards
(Sarasua, 2011).

Some general characteristics
of the thinking levels are briefly
given below:

— Thinking levels form a hierar-
chical and recursive structure.
Each level represents a degree
of reasoning complexity. Each
level is built on the previous
one: a student will not be able to
reason according to level n + /
if he has not previously devel-
oped the reasoning capacity of
level n.

— Thinking levels are local. A stu-
dent is likely to reason accord-
ing to different levels in dif-
ferent contexts (plane figures,
isometries, angles, etc.). For in-
stance, a student could reason
according to the second level in
a context of plane figures and
according to the first level in a
context of isometries (Burger &
Shaughnessy, 1986; Gutiérrez &
Jaime, 1987).

— Thinking levels are continu-
ous. According to Van Hiele
and some early research (Hof-

fer, 1983; Van Hiele, 1986), the
step from one level to the next
happens in a discrete way, in
leaps and with no regression.
However, subsequent research
has provided evidence, that the
transition from one level to the
following is a gradual, continu-
ous process sustained over time,
that can take even years. Dur-
ing the transition periods there
might also be fluctuations in the
reasoning way of students, who
can behave according to differ-
ent levels even within the same
task (Burger & Shaughnessy,
1986; Pegg & Davey, 1998).
However, “this does not imply
a rejection of the hierarchical
structure of the levels but rather
suggests that we should better
adapt the van Hiele theory to the
complexity of the human rea-
soning processes; people do not
behave in a simple, linear man-
ner, which the assignment of
one single level would lead us
to expect” (Gutiérrez, Jaime, &
Fortuny, 1991, p. 250).

Nevertheless, some shortcom-
ings of the model have also been
pointed out: e.g. the dearth of pro-
posals about geometric thinking
in young children (Clements et al.
1999), the approach limited to syn-
thetic geometry and the subsequent
lack of proposals for the teaching
and learning of analytic geometry
(Dindyal 2010), or the need for a
complementary framework from
other theoretical perspectives, such
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as SOLO taxonomy (Huerta 1999;
Pegg & Davey 1998). Recently, a
reanalysis of VH levels’ descriptors
from the perspective of learning
goals has been proposed with the
purpose of facilitating the curricu-
lum integration of the VH model
(Sarasua, 2011).

An important aspect of the VH
model, essential for adequate cur-
riculum design and for the im-
plementation of educational se-
quences adapted to the students’
learning expectations, is to have
a knowledge as complete as pos-
sible on their thinking levels.
One of the largest and earliest re-
search projects into levels assig-
nation was the Chicago Project,
or Van Hiele levels and achieve-
ment in Secondary School geom-
etry (Usiskin, 1982). In that re-
search, a multiple-choice written
test was constructed to identify
thinking levels, and administered
to 2700 students from 11 to 20
years of age. That test, known as
Usiskin’s test, has been widely
used since then, and even today
it is often utilized in a number of
studies, probably for its ease of
use and evaluation.

However, Usiskin’s test has
come in for considerable criti-
cism. Crowley (1990) and Wilson
(1990), for instance, have ques-
tioned the validity of the results.
The latter author has criticized the
lack of consistency in the method-
ology, because the difficulty of the
questions is not homogeneous at
each level, and they do not always

correspond with the level they are
assigned to.

It has even been suggested that
positive results can not be achieved
by using multiple-choice tests: in
effect, many items could be solved
correctly, but by using reasoning
associated to different levels. The
problem is that such a distinction,
that is key for adequate level as-
signment, goes unnoticed in mul-
tiple-choice tests because of their
own nature (Crowley, 1989; Jaime,
1993).

This study aims to provide an
updated view of the prevalence
and distribution of thinking lev-
els in different educational stages.
For that purpose, data were col-
lected from extensive research
conducted on a large sample (in
total 437 students). Although a
great deal of research has been
done to determine the distribution
of levels, a large proportion of it
(and not only the earliest ones)
has suffered from either methodo-
logical shortcomings, which could
jeopardize the results (e.g. the use
of multiple-choice tests), or parti-
ality in choosing the participants
(Iimited to some groups of stu-
dents, particularly to prospective
teachers), resulting in biased re-
sults. To these should be added,
that the local nature of levels, re-
quiring specific tests for different
topics, makes it quite difficult to
extrapolate the results.

The nearest study, both geo-
graphically and temporarily, that
we have found in the literature and
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that could be comparable to this
work in method, sample size and
analyzed topics (plane figures) is
a study by Jaime (1993) conducted
in the Valencian Community on
a sample of 309 students from 11
to 17. However, the nearly two
decades passed since it was car-
ried out, the successive curricular
changes resulting from new edu-
cational laws (LOGSE and LOE)
and the influence that the Princi-
ples and Standards of NCTM have
exerted on new geometry curric-
ula suggest, that the prevalence of
thinking levels over different edu-
cational stages should be revised
and updated. This is precisely the
objective of this work.

Method
Assessment instrument

Level assignment is performed
by presenting the student with
some tasks to be solved and evalu-
ating them afterwards through an
analysis of the student’s reason-
ing strategies. The test by Jaime
for level assignment (Jaime, 1993)
was used for several reasons. On
the one hand, it consists of a se-
ries of open-ended items that, in
a way, bring it closer to oral in-
terviews. A structure of «super
items» is used, so that each item
can be solved according to differ-
ent thinking levels. Besides, it has
been successfully used in more
investigations in its original for-

mat (Afonso, 2003) or adapted to
other topics (Guillén, 1997). On
the other hand, the test may be
adapted to different educational
stages: i.e., from a general bat-
tery of super items, several test
models can be produced for dif-
ferent educational stages accord-
ing to the expected predominant
VH level among student in each
grade. Finally, the test is also in-
tended to measure the graduation
of the VH levels: i.e., information
is collected not only quantitatively
about each student’s VH level, but
also qualitatively about the degree
of acquisition of each level.

Participants

The test was administered in
alternate years from secondary
school: i.e., grades 8 and 10 (sec-
ondary school, 13 and 15 years, re-
spectively), grade 12 (high school,
17 years) and university. After the
test was piloted in grade 6 (pri-
mary school, 11 years), it was de-
cided not to use it in that stage. In-
deed, most students left it blank or
were unable to do the requested
tasks. Administrating a test that ex-
ceeds students’ real capacities may
generate frustration among them
and unease among their teachers,
as well as compromise the relia-
bility of the results. Should it have
been otherwise, it would have been
necessary to adapt the test to the
students’ expected level by add-
ing items associated to level 0. In
any case, we do not know of any
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tool for assessing that suggested
level O.

The schools, where the tests
were administered are coeduca-
tional, located in environments of
the Basque Country (Spain), and
share heterogeneous socioeco-
nomic characteristics. The sample
included both public and private
schools. For each class, the tests
were administered in the language
in which mathematics was thought:
Basque or Spanish. The fieldwork
was carried out in three private
schools, three public schools and
a public Teacher Training College
(for primary school teachers). The
total number of individuals sam-
pled was 437. The test was passed
in a single 50-minute session, and
researchers were present at it to re-
spond to any questions that might
arise.

Data coding

The test was assessed by us-
ing the method proposed by its au-
thor (Jaime, 1993). However, a few
changes were introduced in order
to adapt it to the purpose and char-
acteristics of this study. So, de-
grees of acquisition vary slightly:
the no level acquisition disappears,
as it is not necessary for our sta-
tistical analysis, as does the com-
plete level acquisition, which was
merged with the high level acqui-
sition. The original terminology
was kept, but percentage intervals
were altered slightly as shown in
Chart 1:

Chart 1

Percentage Intervals for Level Acquisition

Low acquisition

of level “n” 15% < Gr(n) < 40%
Intermediate

acquisiton 40% < Gr(n) £75%
of level “n”

High acquisition
of level “n”

75% < Gr(n) < 100%
0% <Gr(n+ 1)< 15%

At the end of the process, each
student is assigned a score of four
numerical values, namely the de-
grees of acquisition of the four lev-
els. These values are represented
by a vector with the form /x,, x,,
x5 x,], with x, = ¢, low, interme-
diate, high, Vi = 1, 2, 3, 4, where
each coordinate denotes the degree
of acquisition of the same level as
its order.

The advantage of such a multi-
ple assignment is that it facilitates
the identification of students in
transition between levels. For our
investigation, however, a vector
with multiple components makes it
difficult to analyze the results ho-
listically and to assess their evo-
lution over the educational stages.
That is why the choice was made
to go for the classical assignment
of a single VH level, despite con-
sidering the three degrees of ac-
quisition that have been pointed
out above. Therefore, each student
was assigned a single level. It was
taken as an accepted fact that the
levels have a continuous and hier-
archical structure.
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The levels will be segmented
into 12 units (number of lev-
els multiplied by degrees of ac-
quisition of each level): x; = low,
x; = intermediate and x, = high,
with i = 1, 2, 3, 4. Finally, the level
and degree assigned to each stu-
dent will be:

— The first level with its degree,
if there is no acquisition of the
second, third and fourth levels.

Chart 2

E.g. a student with a vector of
the form [high, ¢, ¢, ¢] would
be assigned to the first level
with a high degree of acquisi-
tion.

— The highest level with its de-
gree, if the gap between the two
highest consecutive non-zero
levels is one or two units. This
is the case for the great majority
of students with more than one
level, as shown in Chart 2:

Examples of Assignment of the VH Level from the General Vector

Gap between

Vector the two highest Assigned level Assigned degree
consecutive levels
[high, intermediate, low, ¢] 2 3 Low
[high, intermediate, ¢, ¢] 2 2 Intermediate
[high, low, ¢, ¢] 1 2 Low

— Predominant thinking level with
its degree of acquisition, if none
of the situations above apply. A
small number of students were
matched to a vector with gaps
of more than two units between
the two highest thinking levels
(e.g. [high, intermediate, inter-
mediate, ¢] or other singulari-
ties (e.g. [intermediate, low, in-
termediate, ¢ ). These doubtful
cases were assessed individu-
ally in order to assign them “a
predominant level and degree”.
It was understood, for exam-
ple, that a student who does

not answer a certain item about
the identification of concave
or convex polygons, or does
so incorrectly, but at the same
time shows advanced reason-
ing skills (e.g. in proving), must
be assigned at least to the third
level. How would the results
change if, for instance, “con-
cavity” and “convexity” were
defined in the item formula-
tion? Might such a terminolog-
ical (not conceptual) confusion
act as a distractor? This kind
of issue, going beyond a coded
and quantitative analysis, has
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been weighted individually and
in context.

A few students were excluded
from the sample (e.g. for cheating
or for not taking the test seriously).

From here on, when refer-
ring to the assigned thinking level,
we will mean the highest think-
ing level or, in particular cases, the
predominant level according to the
above criteria.

Finally, results will be
matched to those obtained by
Jaime (1993), since that study is,
to the best of our knowledge, the
only one that could be consid-
ered comparable to our study in
method (an open-ended test tak-

ing into account different degrees
of acquisition), in topic (plane fig-
ures), in geographical proximity
(the Valencian Community) and in
curriculum affinity.

Statistical analysis

Data were codified and quan-
titatively analyzed by using SPSS
v. 15.

Results

The results, arranged accord-
ing to the grades, are shown in Ta-
bles 1-2 and in Figure 1:

ARTS HIGH MIXED HIGH TECHNOLOGICAL
SCHOOL SCHOOL HIGH SCHOOL

90%

80%

70% |

60% —

0% —

B

T T T
VH1 VH2 VH3
51.2% 46.3% 2.4%

T T T T
VH1 VH2 VH3
20.8% 79.2% 0.0% 0.0% 38.9% 61.1%

T T T
VH1 VH2 VH3

[ Degree of level acquisition: Low

[ Degree of level acquisition: Intermediate

[ Degree of level acquisition: High

Figure 1. Distribution of levels and degrees of acquisition among the different high school

specializations.
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Table 1

Level Distribution in the 2nd Year of Secondary School (Aged 13), the 4th Year of
Secondary School (Aged 15) and the 2nd Year of High School (Aged 17, Arts, Mixed and
Technology)

Degree of acquisition

Grade VH Total of the VH level
level
Low Intermediate High
N 68 4 31 33
2 year I g ofthelevel  100.0% 59%  45.6% 48.5%
of secondary % of the total ~ 65.4% 38%  29.8% 31.7%
school N 36 21 9 6
N: 104
2 gofthelevel 100.0% 583%  25.0% 16.7%
% of the total ~ 34.6% 20.2% 8.7% 5.8%
N 54 1 19 34
I g ofthelevel  100.0% 1.9%  352% 63.0%
% of the total ~ 49.1% 0.9% 17.3% 30.9%
4 year N 53 33 14 6
of secondary ’
school % of the level  100.0%  62.3%  26.4% 11.3%
N: 110 % of the total ~ 482%  30.0% 12.7% 5.5%
N 3 3 0 0
3 Gofthelevel 100.0%  100.0% 0.0% 0.0%
% of the total 27% 27% 0.0% 0.0%
N 26 0 2 24
I g ofthelevel  100.0% 0.0% 77% 92.3%
% of the total ~ 21.8% 0.0% 1.7% 20.2%
2 year N 59 34 10 15
ofhighschool 2 g ofihelevel  100.0%  57.6% 16.9% 25.4%
N: 119 % of the total ~ 49.6%  28.6% 8.4% 12.6%
N 34 20 12 2
3 Gofthelevel 100.0%  588%  35.3% 5.9%
% of the total ~ 28.6%  16.8% 10.1% 1.7%
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Differences among high school
specializations (Arts, Mixed and
Technology) are shown in Fig-
ure 1:

Level distribution among pro-
spective primary school teachers
is shown in Table 2: 2" year of

Table 2

Physical Education (without hav-
ing taken mathematics previously)
and 3" year of Primary Education
(after taking, at least, one math-
ematics subject, and being at that
time taking another subject on ge-
ometry and measurement).

Level Distribution Among Primary School Prospective Teachers

Degree of acquisition of the VH level

Grade IVHI Total
eve Low Intermediate High
N 5 1 0 4
1 % of the level ~ 100.0% 20.0% 0.0% 80.0%
Second-year % of the total 10.6% 2.1% 0.0% 8.5%
prospective N 33 17 10 6
teachers
(Physical % of the level ~ 100.0% 51.5% 30.3% 18.2%
Education) % of the total 70.2% 36.2% 21.3% 12.8%
N-47 N 9 6 3 0
% of the level  100.0% 66.7% 33.3% 0.0%
% of the total 19.1% 12.8% 6.4% 0.0%
N 13 3 5 5
Third-year
prospective % of the level  100.0% 23.1% 38.5% 38.5%
teachers % of the total 22.8% 5.3% 8.8% 8.8%
(Primary N 44 19 19 6
Education)
N:57 % of the level ~ 100.0% 43.2% 43.2% 13.6%
% of the total 77.2% 33.3% 33.3% 10.5%

Finally, the results obtained
by Jaime (1993) (sample taken
in 1991, in the Valencian Com-
munity) and these obtained by

the present study (sample taken
in 2010, in the Basque Country)
are shown comparatively in Fig-
ure 2. In both cases, 17 year-old
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Sample sizes

Age 1991 2010
13 104
15 110
17 54
2
g 100%
§ 80%
S 60% ]
. (]
o 40%- -
>
2 20%- —|»
§ 0% T T —
5]
a 13 yearolds 13 yearolds 15yearolds 15yearolds 17 yearolds 17 year-olds
1991 2010 1991 2010 1991 2010
I VH level <1 M VH level 1 [ VH level 2 I VH level 3 [0 VH level 4 |

Figure 2. Comparison of level prevalence: results obtained in 1991 and in 2010.

students were taking technology
or science courses in High School.
For that comparison, the results
collected by Jaime were treated, so
that every individual was assigned
not to a vector of levels, like in the
original study, but to a single level
(the predominant or the greatest
one) according to the criteria de-
tailed above. In order to facilitate
the comparison, every individ-
ual with low acquisition of level
n+ 1 (i.e. 0% < Gr(n+ 1) < 40%),
with n = [, 2 or 3, was assigned to
level n.

Discussion

Although the sample of the
present study is relatively large

and heterogeneous, direct generali-
zation of the obtained results is not
intended. Nevertheless, it might be
useful to show some trends or sug-
gest certain tendencies.

Firstly, it can be observed that
predominant levels, and also de-
grees of acquisition within each
level, gradually progress from one
grade to the next. More specifi-
cally:

Four out of five students in
their 2™ year of secondary school
(SS) show intermediate-high ac-
quisition of the first level or low
acquisition of the second one. The
number of students having low ac-
quisition of the first level is neg-
ligible (4%). If low or high ac-
quisition of level is accepted as a
transition indicator, one in two stu-
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dents would be on the borderline
between the first and the second
level. The third level is not found.

The third level continues to be
practically non-existent in the 4t
year of SS (3%). Half the students
are at the first level and the other
half at the second one. Four out of
five show at least high acquisition
of the first level, but they do not
reach high acquisition of the second
one. By using the Chi-squared test,
relevant differences (%2 = 0.021)
were detected between the results
obtained in the 2" and 4" years of
SS for a significance level of 5%.

In the 2™ year of high school
(HS), if the three specialities are
considered together, there is strong
presence of the three levels, al-
though the second one predomi-
nates: two in four students are at
the second level, one is at the first
level and another one is at the third
level. The differences are really
significant (> = 0.000) in com-
parison with the results in the 2
and 4% years of SS. Four out of
five show, at least, low acquisition
of the second level. Although di-
rect comparison can not be made
with the 4t year of SS (not all sec-
ondary students continue to high
school), the observed trend indi-
cates a progressive increase in the
predominant level and the degree
of acquisition. However, if the re-
sults are analyzed by speciality,
significant differences emerge. In
Arts, for example, level distribu-
tion is virtually the same as in the
4t year of SS: the third level is

barely found (2%), and 9 out of 10
students range from high acquisi-
tion of the first level to low acqui-
sition of the second one. The fact
that the situation is pretty much the
same as in the 4" year of SS does
not necessarily mean that there has
been no progression in those stu-
dents: in effect, their starting level
in the 4™ year of SS could have
been below the average. In Tech-
nology, the situation is very dif-
ferent: the first level disappears
completely, six out of ten students
reason according to the third level
and four out of five show, at least,
a high degree of acquisition of the
second level. The differences be-
tween Technology and the other
specialities (Arts and Mixed) yield
%% = 0.000, and, therefore, they are
very meaningful. The differences
between Arts and Mixed are also
meaningful (32 = 0.032).

As might be expected, there
are remarkable differences be-
tween prospective teachers, who
have not yet taken any mathemat-
ics subject (the physical educa-
tion group) and those who, at least,
have taken a mathematics subject
(the primary education group). In-
deed, %2 = 0.000 is obtained when
comparing the two specialities,
which is a very meaningful score.
Among the former (physical educa-
tion group), results show a distribu-
tion similar to that observed in the
2d year of HS (the Chi-squared test
does not yield significant differ-
ences), being a few more students
at the second level (seven out of
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ten) and fewer at the first and third
levels. Among the latter (primary
education group), nearly four in
five students have reached the third
level (more than half of them with
intermediate or high degree of ac-
quisition). Here %2 = 0.000, and so
the differences are very meaningful
compared to the 2™ year of HS.

The forth level was not de-
tected in the sample, not even
among primary school prospective
teachers. Moreover, the third level
(i.e. the level where students’ for-
mal reasoning capacity begins to
develop) is virtually non-existent,
even with a low degree of acqui-
sition, through secondary school.
The prevalence of the third level
is significant only among primary
school prospective teachers with
prior training in mathematics and
among students of mixed or tech-
nological high school.

According to the curriculum
in force, synthetic geometry is ba-
sically dealt with in secondary
school, and is practically non-ex-
istent in high school. In this lat-
ter stage, geometric proof is dealt
with in the context of analytic ge-
ometry, which is outside the scope
of the VH model. Such curricu-
lum organization makes it hard to
address more effectively the dif-
ficulties students encounter in
making progress in their thinking
level, particularly from level 2 to
3, whose transition is linked to the
acquisition of proving skills.

With respect to the results ob-
tained almost two decades ago,

the evolution seems to be mod-
est, although gradually progres-
sive. There are not significant dif-
ferences (x2 = 0.721) among 13
year-old students. Among 15 year-
old students, differences are very
significant (%2> = 0.000): almost all
the students in 2010 reach at least
the first level, whereas the prev-
alence of higher levels is virtu-
ally the same (very low). A greater
prevalence of the second level, to
the detriment of the first one, is ob-
served among second year HS stu-
dents (69% compared with 45%),
although the prevalence of the third
level is the same (y? = 0.021).

In explaining such modest
progress, suggested by the results,
in the prevalence of the thinking
levels in secondary and high school
during the last two decades, it is
worthwhile bearing in mind some
factors. On the one hand, new cur-
ricula emanating from LOE-2006
had barely been implemented in
the Basque Country in 2010, after
some years of standstill due to le-
gal and political disputes. As noted
above, new curricula, and partic-
ularly that in the Basque Coun-
try, show a substantial influence
of the Principles and Standards of
NCTM (Fernandez, 2011; Gutiér-
rez, 2009).

On the other hand, and more
substantially, the influence of the
Principles and Standards basically
concerns the way, how concep-
tual contents are introduced and
how students should solve prob-
lems. These aspects are intended
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to progress through the school
years according to the characteris-
tics of the thinking levels and de-
pending on the expectations about
their prevalence among the stu-
dents. However, the instructional
part of the Van Hiele model has re-
ceived limited attention in our re-
gion outside the scope of academic
research, although there is a nota-
ble exception (Arrieta, Lacalle, &
Lépez, 1997). Indeed, although a
large number of teaching propos-
als based on the Van Hiele model
has been developed on a pilot basis
or as research projects, we do not

know of any textbook or school
(including those involved in this
research), which uses the model
as a framework for its teaching se-
quences. It would be of particular
interest to address more substantial
implementation of the VH model
as a whole (including also its in-
structional part), sustained over
time and on a larger scale: i.e. be-
yond pilot and time-limited expe-
riences, with small groups or relat-
ing to certain topics, which have
indeed proved capable of speeding
up significantly students’ transition
from one level to the next.
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Prevalencia de los niveles de razonamiento geométrico
a lo largo de diferentes etapas educativas

José M. Sarasua, Josu G. Ruiz de Gauna, y Modesto Arrieta
Universidad del Pais Vasco/Euskal Herriko Unibertsitatea

Resumen

En este articulo se presenta un estudio que tiene como objetivo contribuir a ofrecer una panordmica ac-
tualizada sobre la prevalencia de los niveles de razonamiento geométrico a lo largo de diversas etapas
educativas. Participan en esta investigacion 437 estudiantes de ensefianza media, bachillerato y univer-
sidad de diferentes centros educativos, y en ella se analiza la distribucién de los niveles y su grado de
adquisicion en funcion de las etapas educativas. Tras analizar los resultados, éstos se relacionan con los
obtenidos hace casi dos décadas por el dltimo estudio comparable y de similares caracteristicas del que
se tiene conocimiento. A pesar de los cambios curriculares introducidos durante este periodo, la evolu-
cion que se aprecia en la prevalencia de los diferentes niveles entre los estudiantes de las etapas anali-
zadas es discreta, aunque muestra cierto progreso gradual.

Palabras clave: Niveles de Van Hiele, razonamiento geométrico, organizacion curricular, ense-
flanza de la geometria.

Abstract

In this article, a study is presented with the goal of contributing to provide an updated view on the
prevalence of thinking levels over different educational stages. On a sample of 437 students of
compulsory and non-compulsory secondary education and university, studying in different schools,
distribution of levels and their degree of acquisition are analysed according to the educational stages.
After the data were analysed, these are compared with the results obtained nearly two decades ago by
the only comparable study of similar characteristics we have knowledge of. Despite the curriculum
changes introduced over that period, the evolution observed in the prevalence of the different levels
among the students of the analysed stages is, on the whole, modest although gradually progressive.
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Correspondencia: José M. Sarasua, Dpto. de Diddctica de la Matemadtica y de las CC.EE., Universidad
del Pafs Vasco / Euskal Herriko Unibertsitatea, Escuela Universitaria de Magisterio de Vitoria-Gasteiz,
Juan Ibdiez de Santo Domingo 1, 1006-Vitoria-Gasteiz. E-mail: joxemari.sarasua@ehu.es



314 JOSE M. SARASUA, JOSU G. RUIZ DE GAUNA, Y MODESTO ARRIETA

Introduccion

Son numerosas las investigacio-
nes en diversas dreas de la diddctica de
las matemdticas, como, por ejemplo,
en relacion al rendimiento matemadtico
(Mifano y Castejon, 2011; Rosario et
al., 2009) o a las dificultades de apren-
dizaje (Navarro, Aguilar, Marchena,
Ruiz, y Ramiro, 2011). Sin embargo
son mds escasas las investigaciones re-
feridas al razonamiento matemadtico vy,
en particular, al geométrico.

El modelo de Van Hiele (Battista,
2007; Van Hiele, 1986) constituye
seguramente el marco de referencia
mds importante en el campo de la in-
vestigacion en diddctica de la geo-
metria y razonamiento geométrico.
Gracias a él se ha conseguido mode-
lizar el proceso mediante el cual los
estudiantes adquieren los contenidos
geométricos, caracterizando y jerar-
quizando diferentes modos de razo-
namiento. Esto ha llevado a poder di-
seflar propuestas de enseflanza mds
coherentes y ajustadas al nivel de
los alumnos, pudiéndose acelerar de
manera significativa los procesos de
aprendizaje. Su influencia se percibe
claramente en el documento Princi-
pios y Estdndares para la Educacion
Matemdtica (NCTM, 2003), conjunto
de directrices aportadas por el Natio-
nal Council of Teachers of Mathema-
tics (NCTM) de EE.UU. y Canadd.
En dicho documento, convertido de
facto en referencia curricular interna-
cional, se propone una metodologia
de la ensefianza de la geometria cen-
trada en los niveles de Van Hiele (o
niveles de razonamiento geométrico),

segln la cual la presentacion de los
contenidos conceptuales y la forma
en que los estudiantes deben resolver
los problemas progresan a lo largo de
los cursos segtn las caracteristicas de
los niveles (Gutiérrez, 2009).

Una de las principales caracte-
risticas de los niveles de Van Hiele
(VH) es que éstos no dependen tanto
del desarrollo evolutivo (concepcion
biologicista) como del tipo de ins-
truccion recibida (Fuys, Geddes, y
Tischler, 1984): por ejemplo, un estu-
diante de bachillerato (16-17 afios) o
de universidad puede resolver tareas
matemadticas utilizando formas de
razonar correspondientes al mismo
nivel de razonamiento que un estu-
diante de Primaria (6-11 afios) o de
los primeros cursos de Secundaria
(12-13 afos).

No obstante, de cara a una co-
rrecta organizacion curricular y a un
disefio efectivo de las intervenciones
diddcticas resulta de particular interés
conocer, en la medida de lo posible, la
prevalencia real de los niveles de VH
seglin las etapas educativas puesto
que no siempre es posible identificar
directamente en el aula y de forma
previa a la instruccién el nivel de ra-
zonamiento de los estudiantes.

El modelo de VH surgié en los
afios cincuenta a raiz de sendas tesis
doctorales de Pierre Marie Van Hiele
y Dina Van Hiele-Geldof (Fuys et al.,
1984; Van Hiele, 1957). Corberan et
al. (1994). A continuacién se sinteti-
zan sus ideas centrales:

— En los estudiantes se pueden en-
contrar diferentes niveles de per-
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feccion en cuanto a razonamiento
matemadtico: los llamados niveles
de razonamiento.

— Un estudiante sélo podrd com-
prender aquellas partes de las
matemadticas que se le presenten
de acuerdo a su nivel de razona-
miento.

— Al estudiante se le puede ayudar,
mediante una instruccion orien-
tada adecuadamente, a que pro-
grese en su nivel de razonamiento.

El modelo de VH consta de una
parte descriptiva y de una parte ins-
truccional. En la parte descriptiva se
identifican diferentes modos de pen-
samiento matemadtico, los llamados
niveles de razonamiento. La capa-
cidad de razonamiento de cualquier
individuo progresa a través de esos
niveles desde que comienza el apren-
dizaje de cierto bloque de la geome-
tria hasta que alcanza su mdximo ni-
vel de aprendizaje en ese bloque. En
la parte instruccional se ofrecen di-
rectrices a profesores y autores para
un disefio mds efectivo de unidades
o secuencias diddcticas que ayuden
a los estudiantes a alcanzar con mds
facilidad un nivel superior de razona-
miento. A este conjunto de directri-
ces se le denomina «fases de aprendi-
zaje», etapas en las que se secuencian
y organizan las actividades diddcticas
mediante las cuales los estudiantes
adquieren las experiencias suficien-
tes para progresar a un nivel superior
de razonamiento (Van Hiele, 1999).
Esta parte del modelo es la que me-
nos ha evolucionado desde su formu-
lacién en la década de los 50.

Los niveles de razonamiento se
definen por medio de descriptores o
caracteristicas referidas a la forma de
razonar matemdticamente que mani-
fiestan los estudiantes cuando se les
proponen ciertas actividades. En la
practica se consideran cuatro niveles
(existe un quinto, pero sélo formu-
lado tedricamente), cuyos descrip-
tores referidos a las figuras planas
se sintetizan a continuacion (Corbe-
rdn et al., 1994; Fuys, Geddes, y Tis-
chler, 1988; Van Hiele, 1957, 1987).

— En el nivel 1, o de reconocimiento
visual, las figuras geométricas se
perciben globalmente, segin la
apariencia fisica, como unidades
carentes de partes o propiedades.
Las clasificaciones son partitivas
y basadas en atributos fisicos.

— En el nivel 2, o de analisis, las fi-
guras geométricas se reconocen
como formadas por partes y do-
tadas de propiedades. Las defini-
ciones son listas no minimas de
propiedades necesarias. Los es-
tudiantes pueden deducir y gene-
ralizar propiedades a partir de la
experimentacion. Los estudiantes
son incapaces de realizar inclusio-
nes de clases. Muestran ausencia
de comprensién sobre las demos-
traciones matemdticas.

— En el nivel 3, o de clasificacion,
los estudiantes son capaces de re-
conocer que unas propiedades se
deducen de otras, aunque a me-
nudo de manera informal. Com-
prenden los pasos de un razona-
miento légico formal, pero no
entienden la estructura de una de-
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mostracion. Son capaces de clasi-
ficar inclusivamente y de manejar
definiciones operativamente.

— En el nivel 4, o de deduccion for-
mal, los estudiantes entienden y
realizan razonamientos 16gicos
formales. Comprenden también la
estructura axiomadtica de las mate-
madticas.

Algunos autores han sugerido
la existencia de un nivel O previo
al visual (Battista, 2007; Clements,
Swaminathan, Hannibal, y Sarama,
1999). Este nivel, en principio mds
prevalente en edades tempranas,
mantendria cierta presencia a lo largo
de Primaria e incluso en etapas pos-
teriores (Sarasua, 2011).

Se enuncian brevemente a con-
tinuacion algunas caracteristicas ge-
nerales de los niveles de razona-
miento:

— Los niveles de razonamiento for-
man una secuencia jerarquizada y
recursiva. Cada uno de los niveles
representa un grado de compleji-
dad de razonamiento. Cada nivel
se construye sobre el anterior: un
estudiante no podrd razonar segun
el nivel n + I si no ha adquirido
previamente la capacidad de razo-
nar del nivel n.

— Los niveles de razonamiento son
locales. Un estudiante puede ra-
zonar segun diferentes niveles en
contextos diferentes (figuras pla-
nas, isometrias, dngulos...). Por
ejemplo, un estudiante puede ra-
zonar segun el nivel 2 en un con-
texto de figuras planas y en un ni-
vel 1 en un contexto de isometrias

(Burger y Shaughnessy, 1986; Gu-
tiérrez y Jaime, 1987).

— Los niveles de razonamiento son
continuos. Seguin Van Hiele y al-
gunas investigaciones tempranas
(Hoffer, 1983; Van Hiele, 1986),
el paso de un nivel al siguiente su-
cede de forma discreta, mediante
«saltos» y sin retrocesos. Sin em-
bargo, investigaciones posterio-
res han evidenciado que la tran-
sicién de un nivel al siguiente es
un proceso gradual, continuo, sos-
tenido en el tiempo incluso du-
rante afios y con oscilaciones en
la forma de razonar de los estu-
diantes, que pueden actuar seguin
diferentes niveles incluso dentro
de una misma actividad (Burger
y Shaughnessy, 1986; Pegg y Da-
vey, 1998). No obstante, «esto no
significa una negacién del cardc-
ter jerdrquico de los niveles, sino
mds bien sugiere la necesidad de
adaptar la teorfa de Van Hiele a
la complejidad de los procesos de
razonamiento humanos; las perso-
nas no actdan de un modo simple
y lineal, como podria hacernos es-
perar la asignacion de un tnico ni-
vel de razonamiento» (Gutiérrez,
Jaime, y Fortuny, 1991, p. 250).

Se han sefialado también al-
gunas carencias del modelo, como
las pocas propuestas sobre pensa-
miento geométrico para la etapa in-
fantil (Clements et al., 1999) o la
limitacién a la geometria sintética,
con la consiguiente falta de propues-
tas en geometria analitica (Dindyal,
2010). También se ha sefalado la
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conveniencia de complementar el
modelo desde otras perspectivas teo-
ricas, como, por ejemplo, la taxono-
mia SOLO (Huerta, 1999; Pegg y
Davey, 1998). Recientemente se ha
propuesto un reandlisis de los des-
criptores de los niveles desde la pers-
pectiva de los objetivos de aprendi-
zaje con el propdsito de facilitar la
integracién curricular del modelo de
VH (Sarasua, 2011).

Un aspecto fundamental del mo-
delo de VH, sobre el cudl pivota
tanto un disefio curricular adecuado
como la implementacién de secuen-
cias diddcticas adaptadas a las ex-
pectativas de aprendizaje de los es-
tudiantes, es tener un conocimiento
lo mds ajustado posible de los ni-
veles de razonamiento de aquéllos.
Uno de los estudios mds amplios y
tempranos en investigar la asigna-
cién de los niveles fue el proyecto
Chicago, o Van Hiele levels and
achievement in Secondary School
geometry (Usiskin, 1982). Para ello
se elabord un test escrito de elec-
ciéon multiple para la identificacion
del nivel de razonamiento que fue
administrado a 2.700 estudiantes de
entre 11 y 20 afios. Este test, cono-
cido como el Test de Usiskin, ha
sido ampliamente utilizado desde
entonces, y auin hoy dia se suele uti-
lizar en numerosos estudios, proba-
blemente por su sencillez de uso y
de evaluacidn.

Este cuestionario ha sido objeto,
no obstante, de distintas criticas.
Crowley (1990) y Wilson (1990),
por ejemplo, cuestionan la validez
de los resultados obtenidos, dada

la falta de consistencia de la meto-
dologia utilizada, sefialando que el
grado de dificultad de las preguntas
no es homogéneo dentro de cada ni-
vel y que éstas no estdn siempre en
relacion con el nivel que se les atri-
buye.

Asimismo, se ha llegado a suge-
rir la imposibilidad de obtener resul-
tados positivos mediante el uso de
test de eleccion multiple: en efecto,
muchos {tems pueden ser resueltos
de manera correcta pero haciendo
uso de razonamientos asociados a
niveles diferentes; y esta distincidn
clave para una correcta asignacion
de nivel pasa inadvertida en los test
de eleccion mudltiple por la propia
naturaleza de éstos (Crowley, 1989;
Jaime, 1993).

El objetivo del presente trabajo
es contribuir a ofrecer una panord-
mica actualizada sobre la prevalen-
cia y distribucién de los niveles de
razonamiento en diferentes etapas
educativas a partir de los datos ob-
tenidos de una investigacion llevada
a cabo sobre una muestra amplia de
estudiantes (en total 437). En efecto,
aunque han sido numerosas las in-
vestigaciones en ese sentido, una
gran parte de ellas (y no solamente
las mds tempranas) han adolecido o
bien de déficits de método que po-
drfan llegar a comprometer severa-
mente los resultados (por ejemplo,
el uso de test de eleccién multiple) o
bien de parcialidad en la eleccion de
la muestra (limitada a determinados
grupos de alumnos, especialmente a
maestros en formacion), con el con-
siguiente sesgo en los resultados. A
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esto hay que afadir que el cardcter
local de los niveles, que requeriria de
test especificos para diferentes gru-
pos de contenidos, dificulta signifi-
cativamente la extrapolacion de re-
sultados.

El estudio mds cercano que co-
nocemos, tanto geogrdfica como tem-
poralmente, y que podria ser compa-
rable al presente trabajo por método,
extension de la muestra y grupo de
contenidos analizados (figuras pla-
nas), es el de Jaime (1993), llevado
a cabo con 309 alumnos de la Co-
munidad Valenciana de entre 6.° de
la antigua Ensefianza General Bd-
sica (EGB) y el curso preparatorio
de acceso a la universidad (COU);
en total de entre 11 y 17 afios. Sin
embargo, las casi dos décadas trans-
curridas desde su realizacion, las su-
cesivas modificaciones curriculares
derivadas de la implementacion de
nuevas leyes en materia de educacion
(LOGSE y LOE) asi como la influen-
cia que en los nuevos curriculos de
geometria han ejercido los Principios
y Estdndares del NCTM aconsejan
una revision actualizada de la preva-
lencia de los niveles de razonamiento
a lo largo de las diferentes etapas
educativas. Este es, precisamente, el
objetivo de este trabajo.

Método
Instrumento de evaluacion
La asignacién de niveles de ra-

zonamiento se realiza planteando al
estudiante un conjunto de tareas a

resolver y evaludndolas mediante el
andlisis de las estrategias de razona-
miento que haya utilizado. Para ello
se ha hecho uso del cuestionario de
Jaime (1993) por diversas razones.
Por una parte, se trata de un cuestio-
nario compuesto por items de res-
puesta libre que supera las limitacio-
nes de los test de eleccion multiple
y lo acerca a las entrevistas orales.
Utiliza la estructura de «superitems»,
segun la cual se considera que un
mismo item pueda ser resuelto de
acuerdo a diferentes niveles de razo-
namiento. Ademds ha sido utilizado
con €xito en mds investigaciones,
bien en su formato original para las
figuras planas (Afonso, 2003) o bien
adaptado a otros grupos de conteni-
dos (Guillén, 1997). Por otra parte,
es adaptable a diferentes etapas edu-
cativas, esto es, se contemplan mo-
delos diferentes para los diferentes
cursos en funcién del nivel de VH
tedrico que se espera que predomine
entre los estudiantes de cada curso.
Por tltimo, el cuestionario prevé la
graduacion de los niveles de VH,
esto es, proporciona informacién no
solo cuantitativa sobre el nivel de
VH del estudiante, sino también cua-
litativa sobre el grado de adquisicién
de cada nivel.

Participantes

El cuestionario se adminis-
tré en cursos alternos a partir de la
Ensefianza Secundaria Obligatoria
(ESO): 2.° de ESO (13 afios), 4.° de
ESO (15 afios), 2.° de bachillerato
(17 afos) y Universidad. Tras una
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prueba piloto donde se paso el cues-
tionario a varios grupos de 6.° de Pri-
maria (11 afios), se descartd su uso
en esta etapa. En efecto, la mayor
parte de los estudiantes o bien lo de-
jaron en blanco o bien fueron incapa-
ces de realizar las tareas solicitadas.
Administrar un cuestionario sobre-
dimensionado a las capacidades rea-
les de los alumnos corre el riesgo de
generar frustracion en éstos y ma-
lestar en sus profesores, ademds de
comprometer la fiabilidad de los re-
sultados. Para haberlo podido utili-
zar, habria sido necesario readaptar
el cuestionario y ajustarlo mejor al
nivel previsto de los estudiantes, ha-
ciéndose probablemente necesaria
la inclusion de {tems relativos al ni-
vel 0. Sin embargo, desconocemos la
existencia de instrumentos que eva-
Iden ese sugerido nivel O.

Los centros donde se adminis-
traron los cuestionarios son mixtos y
estdn situados en entornos de carac-
teristicas socioecondmicas hetero-
géneas de la Comunidad Auténoma
Vasca. La muestra incluyé tanto cole-
gios publicos como privados. A cada
grupo se le administrd el cuestionario
en el idioma en que cursaban las ma-
temdticas: vasco o espafiol. El trabajo
de campo se llevé a cabo en dos cen-
tros publicos y en uno privado (los
tres de ESO y bachillerato) y en una
Escuela Universitaria de Magisterio.
El ndmero total de sujetos vélidos
de la muestra fue 437. EI cuestiona-
rio se administré en una tnica sesion
de cincuenta minutos. Los investiga-
dores estuvieron presentes durante la
sesion para aclarar dudas.

Codificacion de los datos

Se ha utilizado el método de eva-
luacion propuesto por la autora del
cuestionario (Jaime, 1993), adaptdn-
dolo a los objetivos y caracteristicas
de este trabajo. Asi, varfan ligera-
mente los diferentes grados de adqui-
sicién: desaparece la adquisicion nula
de nivel, por no ser necesaria para
nuestro andlisis, y también la adqui-
sicion completa, que se unifica con la
adquisicion alta. Se mantiene la ter-
minologia original pero cambian lige-
ramente los intervalos porcentuales,
como se muestra el Cuadro 1:

Cuadro 1

Intervalos Porcentuales de Adquisicion de
los Niveles

Adquls.1c1on baja 15% < Gr(n) < 40%
del nivel «n»
Adquisicién media 40% < Gr(n) £ 75%

del nivel «n»

Adquisicion alta
del nivel «n»

75% < Gr(n) < 100%
0% <Gr(n+ 1)< 15%

Al final del proceso, a cada es-
tudiante se le asignan cuatro valo-
res numéricos que corresponden a los
grados de adquisicién de los cuatro
niveles. Estos valores se representan
mediante un vector de la forma [x,, x,,
x5 x,], con x; = ¢, bajo, medio, alto,
Vi=1,2, 3,4, donde cada coordenada
representa el grado de adquisicion del
nivel correspondiente a su orden.

La ventaja de esta asignacién
multiple es que facilita la identifica-
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cion de estudiantes en transicion en-
tre niveles. Para esta investigacidn,
sin embargo, un vector con multiples
componentes dificulta el andlisis in-
tegrador de los resultados asi como
la valoracion de su evolucién a lo
largo de las etapas educativas. Es por
ello que se ha optado por mantener la
asignacion cldsica de un dnico nivel
de VH, aunque considerando los tres
grados de adquisicion que se han se-
nalado anteriormente. Para ello se ha
forzado la asignacién de un dnico ni-
vel a cada estudiante, asumiendo el
hecho aceptado del cardcter continuo
y jerarquizado de los niveles.

Los niveles se segmentardn en
12 unidades (nimero de niveles por
los grados de adquisicién de cada ni-
vel): x; = bajo, x; = medio y x; = alto,

Cuadro 2

coni=1, 2, 3 4. De esta manera el
nivel y el grado final asignados se-
ran:

— Primer nivel con el grado corres-
pondiente, si hay adquisicion nula
del segundo, tercer y cuarto nivel.
P. ej. a un estudiante con vector
[alto, ¢, ¢, ¢] le corresponderia
el primer nivel con grado de ad-
quisicidn alto.

— Nivel mds alto de adquisicion con
el grado correspondiente, si la se-
paracioén entre los dos niveles con-
secutivos mds altos alcanzados no
nulos es de una o dos unidades.
La gran mayoria de estudiantes
con mds de un nivel corresponden
a este caso. El Cuadro 2 muestra
algunos ejemplos:

Ejemplos de Asignacion del Nivel mds Alto de Adquisicion con su Grado

Separacidn entre

Vector niveles consecutivos Nivel asignado Grado asignado
mds altos
[alto, medio, bajo, ¢] 2 3 Bajo
[alto, medio, ¢, ¢] 2 2 Medio
[alto, bajo, ¢, ¢] 1 2 Bajo

— Nivel de razonamiento predo-
minante con el correspondiente
grado de adquisicion, si no se da
ninguna de las situaciones ante-
riores. A un nimero reducido de
estudiantes le han correspondido
vectores con saltos de mds de dos
unidades entre los dos niveles
de razonamiento mds altos (p. e.
[alto, medio, medio, ¢]) u otras

singularidades (p. e. [medio, bajo,
medio, ¢]). Estos casos dudosos
se han evaluado individualmente
para asignarles un «nivel y grado
predominante». Se ha entendido,
p- €j., que un alumno que no res-
ponde, o lo hace incorrectamente,
a determinado {tem sobre identi-
ficacion de poligonos céncavos
0 convexos, pero que al mismo
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tiempo muestra habilidades avan-
zadas de razonamiento (p. e., de
demostracion) debe ser asignado
al tercer nivel. ; Variarfan los resul-
tados si, p. e., en el enunciado se
definieran «concavidad» y «con-
vexidad»? ;Es un elemento dis-
tractor la confusion terminoldgica
(que no conceptual)? Este tipo de
aspectos, que escapan de un and-
lisis codificado y cuantitativo, los
hemos ponderado de forma indivi-
dual y contextualizada.

Unos pocos estudiantes han sido
descartados de la muestra (por ejem-
plo, por haber copiado).

De aqui en adelante, al hablar de
nivel de razonamiento asignado, se
entenderd que se refiere al mayor ni-
vel de razonamiento o, en casos par-
ticulares, al nivel predominante se-
gtn los criterios sefialados.

Finalmente, los resultados serdn
puestos en relacién con los obteni-

dos por Jaime (1993), por tratarse
este trabajo, seglin se tiene conoci-
miento, del tnico que puede consi-
derarse equiparable al presente tanto
por metodologfa (cuestionario de res-
puesta libre y que tiene en cuenta los
grados de adquisicién de los nive-
les), por grupo de contenidos (figuras
planas) como por cierta proximidad
geogréfica y de influencia curricular
(Comunidad Valenciana).

Analisis estadisticos
Los datos se codificaron y anali-
zaron cuantitativamente con el SPSS
v. 15.
Resultados
En las Tablas 1-2 y en la Figura 1

se muestran los resultados obtenidos
ordenados por cursos:

BACHILLERATO BACHILLERATO BACHILLERATO

DE LETRAS MIXTO TECNOLOGICO
90%
80%
70%

60%

—

T T T T T T T T T T T T
VH1 VH2 VH3 VH1 VH2 VH3 VH1 VH2 VH3
51.2% 46.3% 2.4% 20.8%

79.2% 0.0% 0.0% 38.9% 61.1%

[ Grado de adquisicion de nivel bajo [ Grado de adquisicion de nivel medio B Grado de adquisicion de nivel alto

Figura 1. Distribucidn de niveles y grados de adquisicion entre los bachilleratos de Letras,

Mixto y Tecnoldgico.
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Tabla 1
Distribucion de Niveles en 2.° de ESO, 4.° de ESO y Bachillerato (Letras, Mixto y
Tecnologico)
Nivel Grado de Adquisicion del Nivel de VH
Curso de VH Total - -
¢ Bajo Medio Alto
N 68 4 31 33
I ¢ delnivel  100.0% 59%  45.6% 48.5%
5 de ESO % del total 65.4% 38%  29.8% 31.7%
N: 104 N 36 21 9 6
2 g delnivel 100.0% 583%  25.0% 16.7%
% del total 34.6% 20.2% 8.7% 5.8%
N 54 1 19 34
1 9 delnivel  100.0% 1.9%  35.2% 63.0%
% del total 49.1% 0.9% 17.3% 30.9%
N 53 33 14 6
4.° de ESO
N- 110 2 g delnivel 100.0% 623%  26.4% 11.3%
% del total 48.2% 30.0% 12.7% 5.5%
N 3 3 0 0
3 %delnivel 100.0%  100.0% 0.0% 0.0%
% del total 2.7% 2.7% 0.0% 0.0%
N 26 0 2 24
1 9 delnivel  100.0% 0.0% 7.7% 92.3%
% del total 21.8% 0.0% 1.7% 20.2%
2.°de
Bachillerato N 59 34 10 15
(Tecnoldgico, 2 g delnivel  100.0%  57.6%  16.9% 25.4%
Letr?j‘\sl ylll\’;mo) % del total 49.6%  28.6% 8.4% 12.6%
' N 34 20 12 2
3 %delnivel 100.0%  58.8%  35.3% 5.9%
% del total 28.6% 16.8% 10.1% 1.7%

En la Figura 1 se muestran las di-
ferencias entre las distintas especiali-
dades de Bachillerato: Letras, Mixto
y Tecnoldgico, respectivamente.

En la Tabla 2 se muestra la dis-
tribucién de niveles entre estudiantes
de Magisterio: 2.° de Ed. Fisica (sin
haber cursado ninguna asignatura de
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Tabla 2

Distribucion de Niveles entre Estudiantes de Magisterio

Nivel

Grado de Adquisicion del Nivel de VH

Curso Total
de VH Bajo Medio Alto
N 5 1 0 4
% delnivel  100.0%  20.0% 00%  80.0%
%deltotal  10.6%  2.1% 0.0% 8.5%
2.°de
Magisterio N 33 17 10 6
de Educacién % delnivel  100.0%  515%  30.3%  18.2%
Fisica %deltotal  702%  362% = 213%  12.8%
N:47
N 9 6 3 0
% delnivel  100.0%  66.7%  33.3% 0.0%
%deltotal  19.1%  12.8% 6.4% 0.0%
N 13 3 5 5
32de %delnivel ~ 100.0%  23.1%  385%  38.5%
Magisterio % del total  22.8% 5.3% 8.8% 8.8%
de Educacién
Primaria N 44 19 19 6
NesT %delnivel  100.0%  432%  432%  13.6%
%deltotal  77.2%  333%  333%  10.5%

Matemadticas) y 3.° de Ed. Primaria
(tras haber cursado, como minimo,
una asignatura troncal de Matemdti-
cas y estando cursando otra troncal
especifica de geometria y medida).
Finalmente, en la Figura 2 se
muestran comparativamente los re-
sultados obtenidos por Jaime (1993)
(muestra del afo 1991, Comuni-
dad Valenciana) y los obtenidos en
el presente estudio (afio 2010, Co-
munidad Auténoma Vasca). En am-
bos casos los estudiantes de 17 afios
de la muestra cursaban estudios en
la especialidad de Ciencias (COU)

o Tecnologia (2.° de Bachillerato).
Para hacer posible esta comparacion,
se han tratado los resultados obte-
nidos por Jaime de tal forma que a
cada individuo de su muestra se le
ha asignado no un vector de niveles,
como en el estudio original, sino un
unico nivel (mayor o predominante)
de acuerdo a los criterios detallados
anteriormente. Con el mismo obje-
tivo de facilitar la comparacion, en
ambos casos un individuo con ad-
quisicion baja del nivel n + I (i.e.
0% < Gr(n+ 1) <40%),conn=1, 2
0 3, ha sido asignado al nivel n.
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Tamano de las muestras

1991 2010
13 anos 104
15 afos 110
17 anos 54
©
£ 100%
(8]
g 80%
'7:: 60%
T 40%- ]
g 20%- —|»
?g O%_ T T T T -
a 13 afos 13 afos 15 anos 15 anos 17 anos 17 anos
1991 2010 1991 2010 1991 2010

[ Nivel deVH<1 M NiveldeVH [ NiveldeVH2 [ NiveldeVH3 [ Nivel deVH 4 |

Figura 2. Comparacién de prevalencia de los niveles entre los obtenidos en el afio 1991 y

los obtenidos en el presente estudio (afio 2010).

Discusion

Aunque la muestra del presente
estudio es relativamente amplia y he-
terogénea, no se pretende que los re-
sultados obtenidos sean directamente
generalizables. Sin embargo, si pue-
den ser interesantes para mostrar algu-
nos sesgos o sugerir ciertas tendencias.

En primer lugar se observa que
existe una progresion creciente en el
predominio de niveles de un curso al
siguiente estudiado y, dentro de cada
nivel, también en su grado de adqui-
sicién. Mds concretamente:

Cuatro de cada cinco estudiantes
de 2.° de ESO muestran una adqui-
sicién media-alta del primer nivel o
baja del segundo. Es residual el nu-
mero de alumnos con una adquisi-
cioén baja del primer nivel (4%). Si

se admite que una adquisicion alta o
baja de nivel puede ser un indicador
de transicion, uno de cada dos estu-
diantes estarfa a caballo entre el pri-
mer y el segundo nivel. No hay pre-
sencia del tercer nivel.

En 4.° de ESO el tercer nivel si-
gue siendo pricticamente inexistente
(3%). La mitad de los estudiantes es-
tdn en primer nivel y la otra mitad
en el segundo. Cuatro de cada cinco
muestran al menos una adquisicién
alta del primer nivel pero no llegan
a una adquisicién alta del segundo.
Mediante la prueba de la Chi-cua-
drado se detectan diferencias signifi-
cativas entre los resultados obtenidos
en 2.°y 4.° de ESO (¥? =0.021) al ni-
vel de significacion del 5%.

En 2.° de Bachillerato, conside-
rando conjuntamente las tres especia-
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lidades, existe una presencia fuerte
de los tres niveles, aunque con pre-
dominio del segundo: de cada cua-
tro alumnos, dos estdn en el segundo
nivel, uno en el primero y el otro en
el tercero. Las diferencias resultan
muy significativas (x> = 0.000) tanto
con respecto a los resultados de 4.°
como a los de 2.° de ESO. Cuatro
de cada cinco muestran, al menos,
una adquisicién baja del segundo ni-
vel. Aunque no es posible estable-
cer un comparacién directa con 4.°
de la ESO (no todos los alumnos de
ESO pasan a Bachillerato), la ten-
dencia que se observa indica una au-
mento progresivo del nivel y de los
grados de adquisicién predominan-
tes. Sin embargo, si se analizan los
resultados segtin la especialidad, apa-
recen marcadas diferencias. En Le-
tras, p. €j., la distribucion de niveles
es prdcticamente la misma que en
4.° de ESO: el tercer nivel apenas se
manifiesta (2%), y 9 de cada 10 es-
tudiantes oscilan entre una adquisi-
cion alta del primer nivel y una ad-
quisicién baja del segundo. Que la
situacion sea casi idéntica a la de 4.°
de ESO no significa que no haya ha-
bido progresion de nivel o de grado
entre estos estudiantes, pues podria
ser que ya en 4.° de ESO su nivel de
partida fuera inferior a la media. En
la especialidad de Tecnologia la si-
tuacion es muy distinta: el primer ni-
vel desaparece por completo, seis de
cada diez estudiantes razonan segun
el tercer nivel y cuatro de cada cinco
muestran, al menos, un grado de ad-
quisicion alto del segundo nivel. Las
diferencias entre la especialidad de

Tecnologia y las otras dos especiali-
dades (Letras, Mixto) dan %> = 0.000
y son, por lo tanto, muy significati-
vas. También son significativas las
diferencias entre las especialidades
de Letras y Mixto (2 =0.032).

Entre los alumnos de Magisterio
hay diferencias notables, como ca-
bria esperar, entre aquellos que toda-
via no han cursado en la carrera nin-
guna asignatura de Matemdticas (el
grupo de Ed. Fisica) y aquellos que,
por lo menos, han cursado una asig-
natura de contenidos matemadticos (el
grupo de Ed. Primaria). De hecho, se
obtiene una 2> = 0.000 para la dife-
rencia de resultados entre las dos es-
pecialidades de Magisterio, que son,
por lo tanto, muy significativas. En-
tre los primeros (Ed. Fisica), los re-
sultados muestran una distribucién
similar a 2.° de Bachillerato (el test
de la Chi-cuadrado no da diferencias
significativas), con algunos estudian-
tes mds de segundo nivel (siete de
cada diez) y menos del primero y del
tercero. Entre los segundos, es decir,
en Ed. Primaria (%2 = 0.000, siendo
por tanto las diferencias muy signi-
ficativas con respecto a 2.° de Ba-
chillerato) casi cuatro de cada cinco
alumnos han alcanzado el tercer ni-
vel, y mds de la mitad de ellos lo han
hecho con un grado de adquisicién
medio o alto.

No se ha detectado la presencia
del nivel 4 en ningtn individuo de la
muestra, ni siquiera entre los futuros
profesores de Primaria. Asi mismo,
la presencia del nivel 3, caracteri-
zado por ser el nivel donde empieza
a desarrollarse la capacidad de razo-
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namiento formal de los estudiantes,
es practicamente inexistente, aun con
grado de adquisicidn bajo, a lo largo
de toda la ESO. El nivel 3 presenta
una prevalencia significativa, ademads
de entre futuros profesores de Prima-
ria con formacién previa en matema-
ticas, unicamente entre estudiantes de
bachillerato mixto y tecnoldgico.

Segtin el curriculum en vigor, la
geometria sintética se trabaja fun-
damentalmente durante la ESO, te-
niendo apenas presencia en ba-
chillerato. En esta dltima etapa, la
demostraciéon en geometria se tra-
baja en el contexto de la geometria
analitica, que quedan fuera del mo-
delo de VH. Esta organizacion cu-
rricular dificulta un abordaje mds
efectivo de las dificultades que en-
cuentran los estudiantes para progre-
sar de nivel de razonamiento geomé-
trico, particularmente del nivel 2 al
nivel 3, trdnsito este dltimo ligado a
la adquisicién de habilidades de de-
mostracion.

En relacién con los resultados
obtenidos hace dos décadas, la evo-
lucién es discreta, aunque se aprecia
cierta progresion gradual. No hay di-
ferencias significativas (x> = 0.721)
entre estudiantes de 13 afios (8.° de
EGB y 2.° de ESO). Entre estudiantes
de 15 afios (2.° de BUP y 4.° de ESO)
las diferencias son muy significativas
(%2=0.000): en 2010 la casi totalidad
de los estudiantes alcanzan al menos
el nivel 1, manteniéndose prdctica-
mente constante la prevalencia (muy
baja) de los niveles superiores. Se
observa una mayor prevalencia del
nivel 2, en detrimento del nivel 1, en-

tre estudiantes de 2.° de Bachillerato
(69%) que entre estudiantes de COU
(45%), aunque la prevalencia del ni-
vel 3 es la misma (diferencias signi-
ficativas con %2 = 0.021).

A la hora de explicar la discreta
evolucidn, sugerida por los resulta-
dos, en la prevalencia de los niveles
de razonamiento en enseflanzas me-
dias y bachillerato durante las dos ul-
tima décadas, merece la pena tener
en cuenta algunos factores. Por una
parte, los nuevos curriculos emana-
dos de la LOE del 2006 apenas se
habfan comenzado a implantar en la
Comunidad Auténoma Vasca (CAV)
en el afio 2010, tras estar paraliza-
dos varios afos por litigios politico-
juridicos. Como se ha sefialado, los
nuevos curriculos, y particularmente
el de la CAV, muestran una notable
influencia de los Principios y Estdn-
dares del NCTM segtin su edicién
del afio 2000 (Fernandez, 2011; Gu-
tiérrez, 2009).

Por otra parte, y mds sustancial-
mente, esta influencia de los Prin-
cipios y Estdndares se refiere bd-
sicamente a la presentacion de los
contenidos conceptuales y a la forma
en que los estudiantes deben resolver
los problemas, aspectos estos que se
propone que progresen a lo largo de
los cursos de acuerdo a las caracteris-
ticas de los niveles de razonamiento
y en funcién de las expectativas que
se tienen sobre la prevalencia de és-
tos entre los estudiantes. Sin em-
bargo, en nuestro entorno es evidente
la escasa atencion que, con alguna
notable excepcion (Arrieta, Lacalle,
y Lépez, 1997), ha recibido la parte
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instruccional del modelo de VH fuera
del dmbito de la investigacidn acadé-
mica. En efecto, aunque han sido nu-
merosas las unidades y propuestas de
ensefianza desarrolladas como expe-
riencias piloto o en proyectos de in-
vestigacion basadas en el modelo de
VH, no conocemos ningtin libro de
texto ni centro de ensefianza (inclui-
dos los participantes en este estudio)
que utilice el modelo, incluido su
parte instruccional, como marco para
sus intervenciones diddcticas. Seria

de interés abordar una implementa-
cion del modelo de VH en su con-
junto (atendiendo también a su ver-
tiente instruccional) mds sustancial,
sostenida en el tiempo y a una escala
extendida: esto es, mds alld de expe-
riencias piloto con grupos reducidos
y limitadas en el tiempo o en rela-
cién a determinados grupos de conte-
nidos, las cuales si han mostrado ser
capaces de acelerar de manera signi-
ficativa el trdnsito entre niveles por
parte de los estudiantes
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